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Квантовi схеми

Квантова схема – це графiчне зображення квантової операцiї,
яка дiє на стан багатокубiтної системи |ϕy P H “ pC2qbn.
Наприклад, унiтарна операцiя |ϕy ÝÑ U |ϕy зi стандартним
вимiрюванням її результату позначається як

U


|ψy

Зазвичай, схеми розглядаються для вхiдного стану
|ϕy “ |00 . . . 0y.
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Квантовi схеми

Послiдовнiсть унiтарних операцiй U1,U2, . . . ,Uk вiдповiдає
добутку U “ UkUk´1 ¨ ¨ ¨U1. Але на схемi порядок вiдображення
Ui залишається прямим.
Наприклад, |0000y ÝÑ U3U2U1 |0000y вiдображається як

|0y

U1 U2 U3

|0y

|0y

|0y
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Квантовi схеми

Якщо унiтарна операцiя дiє нетривiальним чином лише на
частинi кубiтiв, то її малюють лише на них. Наприклад,
I b X b H “ I b X b I ¨ I b I b H, що дiє на трьох кубiтах,
вiдображається як

I b X b HX “

H

Однокубiтнi гейти позначають тими ж символами на схемi.
Але для контрольованих операцiй вводять спрощене
вiдображення.
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Контрольованi операцiї

Найпростiшою контрольованою операцiєю є CNOT (також її
позначають CX). Вона переставляє елементи стандартного
базису за правилом

CNOT |b0b1y “ |b0y |b1 ‘ b0y “ pI b X b0q |b0b1y ,

по всiх значеннях бiтiв b0, b1.
На квантовiй схемi ї ї позначають як

‚

При цьому 0-й кубiт називають кубiтом контролю, а 1-й кубiт
цiллю (таргетом).
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Контрольованi операцiї

По аналогiї, для n кубiтiв можна ввести операцiю CNOTk,l , яка
нетривiально дiє лише на парi кубiтiв k , l за правилом

CNOTk,l |b0b1 . . . bk . . . bl . . . bn´1y “
ˇ

ˇb0b1 . . . bk . . . b
1
l . . . bn´1

D

,

де b1
l “ bl ‘ bk . Наприклад, CNOT3,1 на схемi iз чотирьох

кубiтiв буде вiдображатися як

‚
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Контроль по значенню 0

Можна ввести операцiю CNOTr0s, яка подiбна до CNOT, але
значення цiлi змiнюється на протилежне тiльки якщо значення
контролю було 0, тобто

|00y ÝÑ |01y , |01y ÝÑ |00y , |10y ÝÑ |10y , |11y ÝÑ |11y ,

або ж

CNOT |b0b1y “ |b0y |b1 ‘ b0 ‘ 1y “ pI b X 1`b0q |b0b1y .

На схемах вона позначається як

X ‚ X

“

Не важко бачити, що CNOTr0s “ X b I ¨ CNOT ¨ X b I .
Аналогiчно можна визначити CNOTk,l r0s.
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Контроль довiльних гейтiв

Для довiльної однокубiтної унiтарної операцiї U можна
визначити її контрольовану версiю CpUq, яка дiє за правилом

|00y ÝÑ |00y , |01y ÝÑ |01y , |10y ÝÑ |1yU |0y , |11y ÝÑ |1yU |1y ,

або ж
CpUq |b0b1y “ pI b Ub0q |b0b1y .

Схематично її позначають як

‚

U

Очевидно, що CNOT “ CX “ CpX q.
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Контроль довiльних гейтiв

По аналогiї до попереднього визначаються та позначаються на
схемах операцiї Ck,lpUq та Ck,lpUqr0s.
Наприклад, C2,1pRy pπ{4qqr0s дiє за правилом

C2,1pRy pπ{4qqr0s ¨ |b0b1b2y “ |b0y pRy pπ{4qq1`b2 |b1y |b2y

по всiм значенням b0, b1, b2 i позначається як

Ry pπ{4q
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Контроль багато-кубiтних гейтiв
Контрольовану версiю також можна визначити i для унiтарної
операцiї U, яка дiє на кiлькох кубiтах. Наприклад, нехай U це
двохкубiтний унiтарний гейт. Тодi C0,p2,3qpUq це операцiя на
чотирьох кубiтах, де 0-й це кубiт контролю, а p2, 3q це номери
цiльових кубiтiв (на яких дiє U), що визначається правилом

|0b1b2b3y ÝÑ |0b1b2b3y , |1b1b2b3y ÝÑ |1b1yU |b2b3y ,

для всiх можливих значень бiтiв b1, b2, b3. Даний приклад
позначається як

‚

U
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Регiстри з кубiтiв

Регiстр з кубiтiв це пiднабiр кубiтiв iз усiх доступних, що
згрупованi для зручностi.

Наприклад, n кубiтiв можна розбити на два регiстри з m та
n ´ m кубiтiв.

На схемi регiстр iнколи зображають однiєю (перекресленою)
лiнiєю:

|0my { U1

|0n´my { U2
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Мультиконтрольованi операцiї

Мультиконтрольованi це операцiї в яких для контролю береться
не один кубiт, а декiлька. Найпростiшим прикладом є операцiя
CCNOT (або ж CCX). Вона дiє за правилом

CCNOT |b0b1b2y “
ˇ

ˇb0b1b
1
2

D

“ |b0b1yX b0¨b1 |b2y ,

де b1
2 “ b2 ‘ pb0 ¨ b1), тобто b1

2 “ b2 ‘ 1 якщо b0 “ 1, b1 “ 1, та
b1
2 “ b2 у всiх iнших випадках. На схемi ї ї позначають як

‚ ‚

‚ “

CX

Також її називають квантовим гейтом Тоффолi.
Не важко бачити, що CCNOT “ CpCNOTq “ CpCpX qq.
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Загальнi мультиконтрольованi операцiї

По аналогiї до попереднього, можна розглядати мультикубiтний
контроль будь-якої операцiї, причому контроль не тiльки по
значенням 1 бiтiв.

Загалом, через Crc1,c2,...,ck s,pt1,t2,...,tl qpUqra1a2 . . . ak s будемо
позначати операцiю, де ci це iндекси кубiтiв контролю, ai це
вiдповiднi значення бiтiв по яким iде контроль, tj це iндекси
кубiтiв, на яких дiє операцiя U.

В цих позначеннях CCNOT “ Cr0,1s,2pX q “ Cr0,1s,2pX qr11s.
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Загальнi мультиконтрольованi операцiї

Наприклад, нехай U це двохкубiтна операцiя. Тодi операцiя
Cr3,4s,p0,1qpUqr10s на п’яти кубiтах дiє за правилом

|b0b1b210y ÝÑ
`

U |b0b1y
˘

|b2y |10y ,

|b0b1b2b3b4y ÝÑ |b0b1b2b3b4y , b3b4 ‰ 10,

для всiх можливих значень бiтiв bi . Вона позначається на схемi
як

U

‚
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Iншi позначення
Операцiю CZ “ CpZ q “ C1,0pZ q “ C0,1pZ q позначають як

‚ ‚ Z

‚ “ Z “ ‚

Операцiю SWAP позначають як

ˆ ‚ ‚

ˆ “ ‚

Класичний контроль позначається

‚ ‚

U “ U

(тотожнiсть має назву принцип вiдкладеного вимiрювання)
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Кориснi тотожностi

HXH “ Z , HZH “ X .

‚ ‚ H H

“ H ‚ H “ H ‚ H
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Кориснi тотожностi

‚

ˆ

1 0
0 e iθ

˙

e iθI “

‚ ‚ ‚

U2U1 “ U1 U2

‚ ‚ ‚ ‚ ‚

U1 b U2

“ U1 “ U1

U2 U2
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Кориснi тотожностi

‚ ‚ ‚

ˆ

1 0
0 e iθ

˙

U “ C B A

якщо U “ e iθAXBXC , ABC “ I . Такий розклад можна
отримати для довiльної однокубiтної U:

U “ e iθRzpβqRy pγqRzpδq,

якщо взяти

A “ RzpβqRy pγ{2q, B “ Ry p´γ{2qRzp´pδ`βq{2q, C “ Rzppδ´βq{2q.
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Кориснi тотожностi

Для будь-якого однокубiтного гейту V

‚ ‚ ‚ ‚

‚ “ ‚ ‚

V 2 V V : V

Зокрема, можна виразити Тоффолi якщо взяти
V “ e iπ{4Rxpπ{2q.
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Кориснi тотожностi
Мультиконтрольовану операцiю можно тотожнiм чином
реалiзувати через 2-х контрольованi операцiї, але з
використанням додаткових кубiтiв. Наприклад, схему для
Cr0,1,2,3,4s,5pUqr11111s можна реалiзувати як

Загалом виходить, що будь-яку мультиконтрольовану операцiю
можна реалiзувати як послiдовнiсть CNOT та однокубiтних
операцiй.
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Обертовнi обчислення

У випадку класичної логiки ми оперуємо функцiями
f : Bn Ñ Bm, якi, взагалi кажучи, не є обертовними.

В квантових обчисленнях якщо унiтарна U є перестановкою
стандартного базису з n кубiтiв, то їй вiдповiдає функцiя
f : Bn Ñ Bn, яка є обертовною.

Як тодi бути з необертовними функцiями?
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Обертовнi обчислення

Стандартний прийом полягає у наступному.
Для будь-якої функцiї f : Bn Ñ Bm можна розглядати її
канонiчне розширення πf : Bn ˆ Bm Ñ Bn ˆ Bm, яке дiє за
правилом

πf px , yq “ px , y ‘ f pxqq.

Зрозумiло, що πf px , 0mq “ px , f pxqq. При цьому
pπf ˝ πf qpx , yq “ πf px , y ‘ f pxqq “ px , y ‘ f pxq ‘ f pxqq “ px , yq.
Звiдси π´1

f “ πf , а отже πf є обертовною.
Вiдповiдна унiтарна операцiя Uf дiє як перестановка
стандартного базису n ` m кубiтiв:

Uf |xy |yy “ |xy |y ‘ f pxqy ,

по всiх x P Bn, y P Bm.
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Обертовнi обчислення

Наприклад, нехай f pa1, a2q “ a1 AND a2 “ a1 ¨ a2, f : B2 Ñ B.
Тодi

Uf |a1a2y |by “ |a1a2y |b ‘ a1 ¨ a2y .

Неважко бачити, що Uf “ CCNOT, тобто гейт Тоффолi.

Подiбним чином через Тоффолi можна закодувати OR.
Для XOR достатньо взяти fXORpa, bq “ pa, b ‘ aq, що на
кубiтах буде вiдповiдати операцiї CNOT.

Звiдси випливає, що якщо є класична логiчна схема, в якiй k
гейтiв типу NOT,AND,OR,XOR, то є вiдповiдна квантова
схема, в якiй k гейтiв типу X,CNOT,CCNOT. Тобто
складнiсть квантової схеми є подiбною.
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Обертовнi обчислення

Єдиною проблемою є операцiї розгалуження (клонування) та
нехтування (знищення). Тобто функцiї вигляду
f pbq “ pb, b, . . . , bq, f : B Ñ Bn та gpb1, b2, . . . , bnq “ bi ,
g : Bn Ñ B. Такi гейти по сутi є безкоштовними в класичному
випадку, але в обертовному (квантовому) випадку вимагають
використання n кубiтiв вiд самого початку.
Але iснують методи, як обертовнi схеми робити максимально
компактними. Загалом, вiрне наступне твердження

Твердження
Класична логiчна схема з t примiтивних гейтiв та s бiтiв (вхiднi
+ вихiднi) має обертовний аналог, що складається лише з
Opt1`ϵq примiтивних обертовних гейтiв та Ops logptqq бiтiв.
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Завдання

1. Порахувати результат дiї C1,0pZ qr0s на станi |0y |`y.

2. Унiтарна операцiя U задана схемою

Z

‚

Знайти значення U |´y |`y |1y.

3. Класична функцiя f : B2 Ñ B задана як

f pa1, a2q “ NOTpa1 OR NOTpa2qq.

Знайти канонiчне розширення, побудувати Uf , намалювати її
схему та знайти Uf |´y |01y.
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