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Лiнiйнi неперервнi функцiонали
Нехай E — лiнiйний нормований простiр над полем K, (K = R
або K = C). Функцiю на лiнiйному просторi

E ∋ x ↦→ ℓ(x) ∈ K
називають функцiоналом. Функцiонал ℓ лiнiйний, якщо
∀x , y ∈ E , ∀𝜆, 𝜇 ∈ K

ℓ(𝜆x + 𝜇y) = 𝜆 ℓ(x) + 𝜇 ℓ(y).
Функцiонал ℓ неперервний, якщо ℓ : E → K — неперервне
вiдображення. Функцiонал ℓ обмежений, якщо iснує c ≥ 0, що
|ℓ(x)| ≤ c‖x‖. Внаслiдок однорiдностi обмеженiсть еквiвалентна
|ℓ(x)| ≤ c для x ∈ B1(0).

Лема
Якщо ℓ неперервний в деякiй точцi, то вiн неперервний скрiзь.

Доведення.
Нехай ℓ неперервний в x0. Якщо xn → x , то xn − x + x0 → x0, i
ℓ(xn) = ℓ(xn − x + x0 + x − x0) = ℓ(xn − x + x0) + ℓ(x − x0) →
ℓ(x0) + ℓ(x − x0) = ℓ(x0 + x − x0) = ℓ(x).



Обмеженiсть та неперервнiсть. Норма функцiонала

Теорема
Лiнiйний функцiонал ℓ неперервний ⇐⇒ ℓ обмежений.

Доведення.
Нехай ℓ обмежений, тобто |ℓ(x)| ≤ c‖x‖, x ∈ E . Якщо xn → 0,
то |ℓ(xn)| ≤ c‖xn‖ → 0, тобто ℓ неперервний в 0, а значить i у
всьому E .
Навпаки, нехай ℓ необмежений. Тодi ∀n > 0 iснує вектор
E ∋ xn ̸= 0, що |ℓ(xn)| > n‖xn‖. Покладемо yn = xn

n‖xn‖ . Тодi
‖yn‖ = 1

n → 0, але
|ℓ(yn)| = |ℓ( xn

n‖xn‖)| = |ℓ(xn)|
n‖xn‖ > 1 ̸→ 0,

тобто ℓ не неперервний в 0.
Нормою лiнiйного функцiонала називається величина

‖ℓ‖ = sup
0 ̸=x∈E

|ℓ(x)|
‖x‖

= sup
x∈E ,‖x‖=1

|ℓ(x)|.

ℓ неперервний тодi i лише тодi, коли ‖ℓ‖ < ∞, |ℓ(x)| ≤ ‖ℓ‖‖x‖.

Лiнiйнi функцiонали на скiнченновимiрних просторах

Нехай dimE = n < ∞, скiнченновимiрний нормований простiр,
e1, . . . , en — базис в E . Для довiльного x ∈ E маємо

x =
n∑︁

j=1

xjej ,

тому

ℓ(x) = ℓ
(︁ n∑︁
j=1

xkek

)︁
=

n∑︁
j=1

xjℓ(ej) =
n∑︁

j=1

xjℓj ,

де ℓj = ℓ(ej), j = 1, . . . , n.
Тому має сенс позначення ℓ = (ℓ1, . . . , ℓn).

Наслiдок
Будь-який лiнiйний функцiонал на скiнченновимiрному просторi
неперервний.
Норма функцiонала ℓ = (ℓ1, . . . , ℓn) залежить вiд вибору норми
в E .



Простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв

Нехай E — лiнiйний нормований простiр. Позначимо E ′

множину усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на E .
На E ′ є природна структура лiнiйного простору:

(𝜆ℓ + 𝜇m)(x) = 𝜆ℓ(x) + 𝜇m(x), 0(x) = 0.
Норма в E ′ — норма лiнiйного функцiонала, визначена ранiше,

‖ℓ‖ = sup
0 ̸=x∈E

|ℓ(x)|
‖x‖

= sup
x∈E ,‖x‖=1

|ℓ(x)|

= inf{c > 0 | ∀x ∈ E |ℓ(x)| ≤ c‖x‖}.
Перевiримо нерiвнiсть трикутника.

|(ℓ + m)(x)| = |ℓ(x) + m(x)| ≤ |ℓ(x)| + |m(x)|
≤ ‖ℓ‖‖x‖ + ‖m‖‖x‖ = (‖ℓ‖ + ‖m‖)‖x‖.

Вiзьмемо sup при ‖x‖ = 1, i одержимо ‖ℓ + m‖ ≤ ‖ℓ‖ + ‖m‖.

Означення
Лiнiйний нормований простiр E ′ називається спряженим
простором до E .

Повнота спряженого простору

Теорема
Спряжений простiр E ′ до лiнiйного нормованого простору E –
повний нормований простiр.

Доведення
Нехай (ℓj)

∞
j=1 фундаментальна в E ′. Тодi ∀x ∈ E

|ℓj(x) − ℓk(x)| = |(ℓj − ℓk)(x)| ≤ ‖ℓj − ℓk‖‖x‖,
i внаслiдок фундаментальностi (ℓj)

∞
j=1 числова послiдовнiсть

(ℓj(x))∞j=1 також фундаментальна, а отже, має границю
ℓ(x) := limj→∞ ℓj(x).
1. Лiнiйнiсть: ℓ(𝜆x + 𝜇y) = limj→∞ ℓj(𝜆x + 𝜇y) =
𝜆 limj→∞ ℓj(x) + 𝜇 limj→∞ ℓj(y) = 𝜆ℓ(x) + 𝜇ℓ(y).
2. Неперервнiсть: Оскiльки (ℓj)

∞
j=1 фундаментальна, вона

обмежена, ‖ℓj‖ ≤ c , j = 1, 2, . . . , тому ∀n ≥ 1, ∀x ∈ E маємо
|ℓj(x)| ≤ ‖ℓj‖‖x‖ ≤ c‖x‖, та |ℓ(x)| = limj→∞ |ℓj(x)| ≤ c‖x‖.



Продовження.
Таким чином, ℓ — лiнiйний неперервний функцiонал.
Покажемо, що ℓ = limj→∞ ℓj . Оскiльки послiдовнiсть (ℓj)

∞
j=1

фундаментальна, для довiльного 𝜖 > 0 iснує N, що ∀j , k > N
виконується ‖ℓj − ℓk‖ < 𝜖. Тодi ∀x ∈ E маємо

|ℓj(x) − ℓk(x)| ≤ ‖ℓj − ℓk‖‖x‖ < 𝜖‖x‖.
Отже,

|ℓj(x) − ℓ(x)| = lim
k→∞

|ℓj(x) − ℓk(x)| ≤ 𝜖‖x‖.

Оскiльки
‖ℓj − ℓ‖ = inf{c | ∀x ∈ E |ℓj(x) − ℓ(x)| ≤ c‖x‖},

це означає, що ‖ℓj − ℓ‖ < 𝜖, j > N, та ℓj → ℓ.

Продовження лiнiйних функцiоналiв

Нехай E — лiнiйний нормований простiр, G ⊂ E — лiнiйна
пiдмножина, яка, очевидно, також є нормованим простором.
Нехай на G задано лiнiйний неперервний функцiонал ℓ.
Важлива задача: чи iснує ℓ̃ ∈ E ′, що є розширенням ℓ, тобто
ℓ̃(x) = ℓ(x), x ∈ G? (Вживається також позначення ℓ̃ �G= ℓ.)
Зауважимо, що {x ∈ G | ‖x‖ = 1} ⊂ {x ∈ E | ‖x‖ = 1}, тому

‖ℓ‖G ′ = sup
x∈G ,‖x‖=1

|ℓ(x)| ≤ sup
x∈E ,‖x‖=1

|ℓ̃(x)| = ‖ℓ̃‖E ′ .

Найцiкавiший випадок — продовження зi збереженням норми,
тобто iснування ℓ̃ ∈ E ′, ℓ̃ �G= ℓ, ‖ℓ̃‖E ′ = ‖ℓ‖G ′ .
Якщо G — щiльна множина в E , ℓ ∈ G ′, тодi ℓ — неперервна
функцiя на G , тому вона однозначно продовжується до
неперервної функцiї ℓ̃(x) на E .

Вправа
Перевiрити, що ℓ̃(x) — лiнiйний функцiонал, та ‖ℓ̃‖E ′ = ‖ℓ‖G ′ .



Теорема Гана–Банаха

Розглянемо випадок, коли G ⊂ E — нетривiальний (замкнений)
пiдпростiр.

Теорема
Нехай E — дiйсний або комплексний лiнiйний нормований
простiр, G ⊂ E — пiдпростiр. Для довiльного ℓ ∈ G ′ iснує
ℓ̃ ∈ E ′, такий, що ℓ̃ �G= ℓ, ‖ℓ̃‖E ′ = ‖ℓ‖G ′

Доведення
Доведення проведемо в три етапи.
1. У випадку дiйсного простору доведемо можливiсть
продовження функцiонала з G на одновимiрне роширення
простору G зi збереженням норми.
2. Доведемо теорему для довiльного дiйсного простору E .
3. Доведемо теорему у комплексному випадку.

Випадок одновимiрного розширення
Нехай E — дiйсний нормований простiр, G ̸= E — пiдпростiр,
та E ∋ y /∈ G . Покажемо, що ℓ ∈ G ′ можна продовжити зi
збереженням норми на пiдпростiр

E ⊃ F = л.о.(G ∪ {y}) ∋ x = g + 𝜆y , g ∈ G , 𝜆 ∈ R.
Зауважимо, що вказане представлення x = g + 𝜆y однозначне.
Якщо ℓ̃ ∈ F ′, ℓ̃ �G= ℓ, то

ℓ̃(x) = ℓ̃(g + 𝜆y) = ℓ(g) + 𝜆c , c = ℓ̃(y).

Потрiбно довести iснування c , щоб виконувалось ‖ℓ̃‖F ′ ≤ ‖ℓ‖G ′ .
Ця нерiвнiсть еквiвалентна умовi: ∀g ∈ G , 𝜆 ∈ R

|ℓ̃(g + 𝜆y)| = |ℓ(g) + 𝜆c | ≤ ‖ℓ‖‖g + 𝜆y‖
або

−‖ℓ‖‖g + 𝜆y‖ ≤ 𝜆c + ℓ(g) ≤ ‖ℓ‖‖g + 𝜆y‖,
−‖ℓ‖‖g + 𝜆y‖ − ℓ(g) ≤ 𝜆c ≤ ‖ℓ‖‖g + 𝜆y‖ − ℓ(g),

−‖ℓ‖‖g/𝜆 + y‖ − ℓ(g/𝜆) ≤ c ≤ ‖ℓ‖‖g/𝜆 + y‖ − ℓ(g/𝜆),
−‖ℓ‖‖h + y‖ − ℓ(h) ≤ c ≤ ‖ℓ‖‖h + y‖ − ℓ(h),

де в останнiх нерiвностях h = g/𝜆 — довiльний елемент G .



Випадок одновимiрного розширення. Продовження.
Таким чином, нам потрiбно довести, що iснує c ∈ R таке, що
для всiх h ∈ G

−‖ℓ‖‖h + y‖ − ℓ(h) ≤ c ≤ ‖ℓ‖‖h + y‖ − ℓ(h) (*)
Але для довiльних h1, h2 ∈ G маємо

ℓ(h2) − ℓ(h1) ≤ |ℓ(h2) − ℓ(h1)| = |ℓ(h2 − h1)| ≤ ‖ℓ‖‖h2 − h1‖
= ‖ℓ‖‖(h2 + y) − (h1 + y)‖ ≤ ‖ℓ‖‖h1 + y‖ + ‖ℓ‖‖h2 + y‖,

або
−‖ℓ‖‖h1 + y‖ − ℓ(h1) ≤ ‖ℓ‖‖h2 + y‖ − ℓ(h2)

Позначимо
a1 = sup

h1∈G
(−‖ℓ‖‖h1 + y‖ − ℓ(h1)),

a2 = inf
h2∈G

(−‖ℓ‖‖h2 + y‖ − ℓ(h2)),

Тодi a1 ≤ a2 i довiльне a1 ≤ c ≤ a2 задовольняє (*).

Лема Цорна
Означення
Множина X називається частково впорядкованою, якщо на нiй
задано рефлексивне, транзитивне та антисиметричне
вiдношення ≤, тобто
1. x ≤ x
2. x ≤ y , y ≤ z =⇒ x ≤ z
3. x ≤ y , y ≤ x =⇒ x = y .
Елемент x ∈ X максимальний, якщо ∀y ∈ X , x ≤ y =⇒ y = x .
Елемент x ∈ X є верхньою межею для пiдмножини Y ⊂ X ,
якщо y ≤ x для всiх y ∈ Y .
Частково впорядкована множина X називається ланцюгом
(цiлком впорядкованою, лiнiйно впорядкованою), якщо
∀ x , y ∈ X виконується x ≤ y або y ≤ x .

Лема (Zorn)
Нехай X — непорожня частково впорядкована множина. Якщо
для довiльного ланцюга Y ⊂ X iснує верхня межа xY ∈ X , то
множина X має максимальний елемент.



Дiйсний простiр. Загальний випадок.
Нехай G ⊂ E , G ̸= E , ℓ ∈ G ′. Ми вже знаємо, що iснують
пiдпростори E ⊇ P ⊃ G та розширення ℓP функцiонала ℓ,
‖ℓp‖ = ‖ℓ‖. Нехай X — множина усiх таких розширень.
X — частково впорядкована множина:

ℓP ≤ ℓQ ⇐⇒ P ⊆ Q, ℓQ �P= ℓP .

Покажемо, що довiльний ланцюг Y = {ℓP𝛼 , }𝛼∈A ⊂ X має
верхню межу.
На лiнiйнiй множинi PY =

⋃︀
𝛼∈A P𝛼 ⊂ E задамо функцiонал ℓY :

якщо x ∈ PY , то ∃𝛼 ∈ A, x ∈ P𝛼, i ℓY (x) := ℓP𝛼(x). Означення
коректне, оскiльки ℓP𝛼 �P𝛽

= ℓP𝛽
, ℓP𝛽

≤ ℓP𝛼 . Очевидно, що
‖ℓY ‖ = ‖ℓ𝛼‖ = ‖ℓ‖, також ‖ℓY ‖ за неперервнiстю
продовжується до замкненого пiдпростору PY , тобто ℓY ∈ X .
Тодi ℓP𝛼 ≤ ℓY , 𝛼 ∈ A, тому ℓY — верхня межа для Y .
За лемою Цорна X має максимальний елемент ℓ̃. При цьому ℓ̃
визначений на всьому просторi E , оскiльки iнакше вiм мав би
розширення, що суперечить максимальностi.

Комплексний випадок
Нехай E — комплексний лiнiйний нормований простiр.
Розглянемо дiйсний простiр ER, елементи якого є вектори з E ,
але операцiї розглядаються над полем R (приклад: C1

R = R2.)
Нехай ℓ ∈ E ′. Тодi m(x) = Re ℓ(x), n(x) = Im ℓ(x) ∈ E ′

R.
Справдi, ∀𝛼, 𝛽 ∈ R, x , y ∈ E ,

m(𝛼x + 𝛽y) + i n(𝛼x + 𝛽y) = ℓ(𝛼x + 𝛽y) = 𝛼ℓ(x) + 𝛽ℓ(y)

= 𝛼(m(x) + i n(x)) + 𝛽(m(y) + i n(y))

= (𝛼m(x) + 𝛽m(y)) + i (𝛼n(x) + 𝛽n(y)).

Оскiльки |m(x)|, |n(x)| ≤ |ℓ(x)|, маємо ‖n‖, ‖m‖ ≤ ‖ℓ‖.
Функцiонал ℓ вiдновлюється за своєю дiйсною частиною m:

ℓ(x) = m(x) − i m(i x).

Справдi, ∀x ∈ E ,
m(i x) + i n(i x) = ℓ(i x) = i ℓ(x) = i (m(x) + i n(x)) = −n(x) + i m(x),

тобто n(x) = −m(i x).



Комплексний випадок. Закiнчення.
Нехай G ⊂ E — пiдпростiр комплексного л.н.п. E . Розглянемо
дiйснi простори GR ⊂ ER, функцiонал ℓ ∈ G ′ породжує дiйсний
функцiонал m ∈ G ′

R. Його можна продовжити зi збереженням
норми до функцiонала m̃ ∈ E ′

R. Покажемо, що
ℓ̃(x) = m̃(x) − i m̃(i x)

— потрiбне продовження ℓ на E зi збереженням норми.
Перевiримо лiнiйнiсть ℓ̃. Адитивнiсть та однорiднiсть вiдносно
дiйсних чисел очевиднi. Перевiримо, що ℓ̃(i x) = i ℓ̃(x).

ℓ̃(ix) = m̃(i x) − i m̃(i2x) = m̃(i x) + i m̃(x)

= i(m̃(x) − i m̃(i x)) = i ℓ̃(x).

Перевiримо, що ‖ℓ̃‖ = ‖ℓ‖. Досить перевiрити ‖ℓ̃‖ ≤ ‖ℓ‖.
Зафiксуємо x ∈ E та запишемо полярний розклад
ℓ̃(x) = 𝛾|ℓ̃(x)|, |𝛾| = 1. Тодi
|ℓ̃(x)| = 𝛾ℓ̃(x) = ℓ̃(𝛾x) = m̃(𝛾x) ≤ ‖m̃‖‖𝛾x‖ = ‖m‖‖x‖ ≤ ‖ℓ‖‖x‖,
оскiльки при ℓ̃(y) ∈ R маємо ℓ̃(y) = m̃(y).

Наслiдки з теореми Гана–Банаха. 1
Теорема
Нехай E — л.н.п. над полем K дiйсних чи комплексних чисел,
G ⊂ E — пiдпростiр. Для довiльного y /∈ G iснує ℓ ∈ E ′,
‖ℓ‖ = 1, для якого ℓ �G= 0, та

ℓ(y) = 𝜌(y ,G ) = inf
g∈G

‖y − g‖.

Доведення.
На пiдпросторi F = л.о(G ∪ {y}) задамо функцiонал ℓ0:

ℓ0(g + 𝜆y) = 𝜆𝜌(y ,G ), g ∈ G , 𝜆 ∈ K.

Очевидно, що ℓ0 ∈ F ′, ℓ0 �G= 0, ℓ0(y) = 𝜌(y ,G ).

‖ℓ0‖ = sup
g∈G ,𝜆∈K

|ℓ0(g + 𝜆y)|
‖g + 𝜆y‖

= sup
g∈G ,𝜆 ̸=0∈K

|𝜆| 𝜌(y ,G )

|𝜆| ‖𝜆−1g + y‖

= 𝜌(y ,G ) sup
g ′∈G

1
‖g ′ − y‖

= 1.

За теоремою Гана–Банаха ∃ℓ ∈ E ′ : ‖ℓ‖ = 1, ℓ �G= 0.



Наслiдки з теореми Гана–Банаха. 2

Наслiдок
Нехай E — л.н.п., y ̸= 0 ∈ E .
Iснує ℓ ∈ E ′, ‖ℓ‖ = 1 такий, що ℓ(y) = ‖y‖.
Справдi, досить покласти в попереднiй теоремi G = {0}.
Зокрема, спряжений простiр до лiнiйного нормованого простору
непорожнiй.

Наслiдок
Нехай E — л.н.п. Елементи E ′ роздiляють точки E , тобто для
довiльних x1 ̸= x2 ∈ E iснує ℓ ∈ E ′, що ℓ(x1) ̸= ℓ(x2).
Справдi, для y = x1 − x2 iснує ℓ ∈ E ′, ℓ(y) = ‖y‖ ≠ 0. Тодi
ℓ(x1) − ℓ(x2) = ℓ(x1 − x2) = ℓ(y) = ‖y‖ ≠ 0.

Наслiдки з теореми Гана–Банаха. 3

Теорема
Множина M ⊂ E тотальна в E (тобто з.л.о.(M) = E )
тодi i лише тодi, коли
з умови ℓ(x) = 0 для всiх x ∈ M випливає ℓ = 0, ℓ ∈ E ′.

Доведення.
Необхiднiсть. Нехай M тотальна в E та для деякого ℓ ∈ E ′

маємо ℓ(x) = 0 при всiх x ∈ M. Внаслiдок лiнiйостi ℓ
обертається в 0 на лiнiйнiй оболонцi M, а внаслiдок
неперервностi — також на її замиканнi, тобто на E .
Достатнiсть. Нехай кожен ℓ ∈ E ′, ℓ �M= 0, є нулем на всьому E .
Якщо M не тотальна, то пiдпростiр G = з.л.о.(M) ̸= E .
Виберемо ненульовий y /∈ G , тодi iснує ℓ ∈ E ′, ℓ �G= 0,
ℓ(y) = ‖y‖ ≠ 0.



Ядро лiнiйного неперервного функцiонала
Нехай E — л.н.п., ℓ ∈ E ′.

Означення
Ядро лiнiйного функцiонала ker ℓ = {x ∈ E | ℓ(x) = 0}.
Очевидно, що G0 = ker ℓ — пiдпростiр в E . Бiльш того, якщо
ℓ ̸= 0, то ker ℓ — гiперпiдпростiр, тобто пiдпростiр
корозмiрностi 1. Це значить, що E = л.о.(G0 ∪ {y}), ℓ(y) ̸= 0.
Справдi, нехай y /∈ G0. Покажемо, що довiльний x ∈ E можна
подати у виглядi x = g + 𝜆y , g ∈ G0, 𝜆 ∈ K. Покладемо
𝜆 = ℓ(x)

ℓ(y) , тодi для вектора g = x − 𝜆y маємо

ℓ(g) = ℓ(x − 𝜆y) = ℓ(x) − 𝜆ℓ(y) = ℓ(x) − ℓ(x)

ℓ(y)
ℓ(y) = 0,

тобто g ∈ G0 i x = g + 𝜆y — потрiбний розклад.
Аналогiчно, зафiксуємо ℓ ∈ E ′, c ∈ K, тодi гiперплощиною
називають множину Gc = {x ∈ E | ℓ(x) = c}. Внаслiдок
лiнiйностi маємо, що

Gc = G0 + z = {x + z | x ∈ G0},
де z ∈ E — деякий вектор.


