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Змiст попереднiх лекцiй
I Лiнiйнi нормованi та банаховi простори, повнота.
I Простори Lp(R, d𝜇), 1 ≤ p < ∞, їх повнота.

f ∈ Lp(R, d𝜇) ⇐⇒ ‖f ‖p =
(︁∫︁

R
|f (x)|p d𝜇(x)

)︁1/p
< ∞.

I Нерiвнiсть Гельдера: ∀f ∈ Lp(R, d𝜇), g ∈ Lp′(R, d𝜇),
1
p + 1

p′ = 1, маємо fg ∈ L1(R, d𝜇),∫︁
R
|f (x)g(x)| d𝜇(x) ≤ ‖f ‖p ‖g‖p′ .

I Нерiвнiсть Мiнковського: ∀f , g ∈ Lp(R, d𝜇) маємо
f + g ∈ Lp(R, d𝜇),

‖f + g‖p ≤ ‖f ‖p + ‖g‖p.



Вкладення просторiв Lp(R , d𝜇)

Твердження
Нехай 𝜇(R) < ∞. Якщо p1 < p2, то Lp2(R, d𝜇) ⊂ Lp1(R, d𝜇)

Доведення.
Нехай f ∈ Lp2(R, d𝜇). Тодi для q = p2/p1 > 1

∞ > ‖f ‖p2
p2

=

∫︁
R
|f (x)|p2 d𝜇(x) =

∫︁
R

(|f (x)|p1)q d𝜇(x),

отже, |f (x)|p1 ∈ Lq(R, d𝜇), i за нерiвнiстю Гельдера

‖f ‖p1
p1

=

∫︁
R
|f (x)|p1 · 1 d𝜇(x)

≤
(︁∫︁

R
|f (x)|p1q d𝜇(x)

)︁1/q(︁∫︁
R

1 d𝜇(x)
)︁1/q′

= ‖f ‖p1
p2
𝜇(R)1/q′ .

Маємо нерiвнiсть ‖f ‖p1 ≤ C‖f ‖p2 , отже зi збiжностi в
Lp2(R, d𝜇) випливає збiжнiсть в Lp1(R, d𝜇), p1 < p2.

Простори ℓp, 1 ≤ p < ∞
ℓp ∋ x = (x1, x2, . . . ) ⇐⇒ ‖x‖p =

(︁∑︀∞
j=1 |xj |p

)︁1/p
< ∞ —

банахiв простiр сумовних з p-м степенем послiдовностей.
Простiр ℓp сепарабельний.

Вправа
Перевiрити, що злiченна множина фiнiтних послiдовностей

x = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . . ), xj ∈ Q, j = 1, . . . , n, n ∈ N,

є щiльною в просторi ℓp, 1 ≤ p < ∞.

З x j → x в ℓp випливає покоординатна збiжнiсть x jm → xm,
m ∈ N, але не навпаки: нехай ej = (0, . . . , 0, 1⏟ ⏞ 

j

, 0, . . . ), тодi

покоординатно ej → 0, але ‖ej − ek‖p = 21/p.

Вправа
Показати, що при 1 ≤ p1 < p2 < ∞ маємо ℓp1 ⊂ ℓp2 , причому зi
збiжностi в ℓp1 випливає збiжнiсть в ℓp2 .



Простори L2(R , d𝜇) та ℓ2
Важливий випадок: p = 2. Для f , g ∈ L2(R, d𝜇) з нерiвностi

|f (x)g(x)| ≤ 1
2

(|f (x)|2 + |g(x)|2)

(або з нерiвностi Гельдера) маємо
∫︀
R |f (x)g(x)| d𝜇(x) < ∞,

тому визначений скiнченний вираз

(f , g) =

∫︁
R
f (x) g(x) d𝜇(x).

Вправа
Перевiрити, що введена операцiя є скалярним добутком.
Таким чином, L2(R, d𝜇) — гiльбертiв простiр, i ‖f ‖2 =

√︀
(f , f ).

Аналогiчно, простiр квадратично сумовних послiдовностей ℓ2 є
гiльбертовим простором зi скалярним добутком

(x , y) =
∞∑︁
j=1

xj ȳj , ‖x‖2 =
√︀

(x , x).

Iстотно обмеженi функцiї

Розглянемо простiр з мiрою (R,R, 𝜇).

Означення
Вимiрна функцiя f називається iстотно обмеженою на R , якщо
∃c > 0,A ∈ R, для яких 𝜇(A) = 0 та

|f (x)| ≤ c ∀x /∈ A.

Найменше з таких чисел c називають iстотним супремумом f ,

ess sup f = inf
𝜇(A)=0

sup
x /∈A

|f (x)|.

Також вживають термiн “iстотна верхня грань”.



Простiр L∞(R , d𝜇)

Вправа
Сукупнiсть усiх iстотно обмежених функцiй — лiнiйний простiр,
для якого

‖f ‖∞ = ess sup |f (x)|

є напiвнормою, причому ‖f ‖∞ = 0 ⇐⇒ f = 0 mod 𝜇,
Вiдповiдний фактор-простiр класiв еквiвалентностi iстотно
обмежених функцiй, що можуть вiдрiзнятись на множинi
нульової мiри, позначають L∞(R, d𝜇).

Вправа
Нехай 𝜇(R) < ∞. Показати, що при 1 ≤ p < ∞ маємо
L∞(R, d𝜇) ⊂ Lp(R, d𝜇), ‖f ‖∞ = limp→∞ ‖f ‖p.

Теорема
Простiр L∞(R, d𝜇) повний.

Доведення.
Нехай (fj)

∞
j=1 ⊂ L∞(R, d𝜇) фундаментальна. Позначимо

An = {x ∈ R | |fn(x)| > ‖fn‖∞},
An,m = {x ∈ R | |fn(x) − fm(x)| > ‖fn − fm‖∞}.

Очевидно, 𝜇(An) = 𝜇(An,m) = 0, m, n ≥ 1, тому для

A =
(︁⋃︀∞

n=1 An

)︁
∪
(︁⋃︀∞

n.m=1 An,m

)︁
також маємо 𝜇(A) = 0.

Для x /∈ A послiдовнiсть (fj(x))∞j=1 фундаментальна, тому
∃ limj→∞ fj(x) =: f (x). Оскiльки (fj)

∞
j=1 фундаментальна в

L∞(R, d𝜇), вона обмежена, тому f ∈ L∞(R, d𝜇).
Покажемо, що ‖fn − f ‖∞ → 0. ∀𝜖 > 0 ∃N, що ∀j , k > N
‖fj − fk‖∞ < 𝜖, тому також

|fj(x) − fk(x)| < 𝜖, ∀x /∈ A, j , k > N.

Переходячи до границi при k → ∞, та враховуючи, що
𝜇(A) = 0, отримаємо ‖fj − f ‖∞ ≤ 𝜖.



Простiр ℓ∞
Подiбно до 1 ≤ p < ∞, у випадку R = N, 𝜇({n}) = 1, простiр
ℓ∞ = L∞(N, d𝜇) реалiзується як простiр послiдовностей

ℓ∞ ∋ x = (x1, x2, . . . ), ‖x‖∞ = sup
j≥1

|xj |.

З означення норми вiдразу видно, що послiдовнiсть x належить
ℓ∞ тодi i лише тодi, коли вона обмежена, а збiжнiсть в ℓ∞ —
рiвномiрна покоординатна збiжнiсть.
Оскiльки ℓ∞ — конкретний випадок простору L∞(R, d𝜇), вiн
повний, тобто є банаховим простором.

Вправа
Перевiрити, що при 1 ≤ p < ∞ маємо ℓp ⊂ ℓ∞, причому
вкладення є неперервним, тобто iз збiжностi в ℓp випливає
збiжнiсть в ℓ∞.
На вiдмiну вiд випадку скiнченного p, простiр ℓ∞
несепарабельний. Справдi, для довiльних послiдовностей x , y з
0 та 1 маємо ‖x − y‖∞ = 1, x ̸= y , i множина таких
послiдовностей незлiченна.

Теорема про майже ортогональний вектор
Теорема
Нехай E — л.н.п., G ⊂ E — власний пiдпростiр (G ̸= E ). Тодi
∀𝜖 > 0 ∃y𝜖 /∈ G , ‖y𝜖‖ = 1, для якого ‖y𝜖 − x‖ > 1 − 𝜖, ∀x ∈ G .

Доведення.
Нехай z /∈ G . Тодi, оскiльки G замкнений, маємо
𝛿 = 𝜌(z ,G ) = infx∈G ‖z − x‖ > 0. За означенням inf, ∀𝜂 > 0
∃x𝜂 ∈ X , що

𝛿 ≤ ‖z − x𝜂‖ < 𝛿 + 𝜂. (1)

Виберемо 𝜂 так, що 𝜂/(𝛿 + 𝜂) = 𝜖 та покажемо, що
пронормований вектор y𝜖 =

z−x𝜂
‖z−x𝜂‖ задовольняє потрiбнi умови.

Маємо ‖y𝜖 − x‖ =
⃦⃦ z−x𝜂
‖z−x𝜂‖ − x

⃦⃦
=

‖z−(x𝜂+‖z−x𝜂‖x)‖
‖z−x𝜂‖ .

Оскiльки x𝜂 + ‖z − x𝜂‖x ∈ G , з (1) та означення 𝛿 маємо

‖y𝜖 − x‖ >
𝛿

𝛿 + 𝜂
= 1 − 𝜂

𝛿 + 𝜂
= 1 − 𝜖.



Скiнченновимiрнi простори

Надалi позначатимо K поле C або R.
Нехай E — лiнiйний простiр над K. Вектори x1, . . . , xn ∈ E
лiнiйно незалежнi ⇐⇒ для довiльних 𝜆1, . . . , 𝜆n ∈ K

𝜆1x1 + · · · + 𝜆nxn = 0 =⇒ 𝜆1 = · · · = 𝜆n = 0.

Простiр E скiнченновимiрний, dimE = n < ∞, якщо у E iснує n
лiнiйно незалежних векторiв, i не iснує n + 1 лiнiйно незалежних
векторiв.
Лiнiйно незалежна система e1, . . . , en лiнiйно незалежних
векторiв у n-вимiрному просторi називається базисом простору
E . Для кожного x ∈ E iснує однозначний розклад

x = x1e1 + · · · + xnen, x1, . . . , xn ∈ K.

Вправа
1. Перевiрити iснування та однозначнiсть такого розкладу.

Iзоморфiзм лiнiйних просторiв
Означення
Лiнiйнi простори E1,E2 алгебраїчно iзоморфнi, якщо iснує
взаємно однозначне вiдображення U : E1 → E2, яке зберiгає
лiнiйнi операцiї (iзоморфiзм).
Лiнiйнi топологiчнi простори E1 та E2 iзоморфнi, якщо U є
гомеоморфiзмом, тобто U та U−1 неперервнi.
Iзоморфiзм U : E1 → E2 нормованих просторiв iзометричний,
якщо ‖x‖E1 = ‖Ux‖E2 , x ∈ E1.
Лiнiйнi нормованi простори E1 та E2 iзоморфнi тодi i лише тодi,
коли вони алгебраїчно iзоморфнi, та ∃c1, c2 > 0, що ∀x ∈ E1

c1‖x‖E1 ≤ ‖Ux‖E2 ≤ c2‖x‖E1 .

Доведення.
1. Якщо xj → x в E1, то

‖Uxj − Ux‖E2 = ‖U(xj − x)‖E2 ≤ c2‖xj − x‖E1 → 0.
2. Якщо ∀j ∃‖xj‖E1 = 1 : ‖Uxj‖E2 > j , то ‖1

j xj‖E1 → 0, але
‖U 1

j xj‖E2 > 1 ̸→ 0.
Для U−1 твердження доводиться аналогiчно.



Iзоморфiзм скiнченновимiрних просторiв

Теорема
Скiнченновимiрнi лiнiйнi нормованi простори iзоморфнi тодi i
лише тодi, коли вони мають однакову розмiрнiсть.

Доведення
Необхiднiсть. Алгебраїчно iзоморфнi скiнченновимiрнi простори
мають однакову розмiрнiсть. Справдi, нехай dimE1 = n,
dimE2 = m < n, та U : E1 → E2 iзоморфiзм. Виберемо базис
e1, . . . , en в E1. Тодi вектори Ue1, . . . ,Uen ненульовi та
утворюють лiнiйно залежну систему в E2, отже, для них iснує
нетривiальна лiнiйна комбiнацiя

𝜆1Ue1 + · · · + 𝜆nUen = 0.
U−1 iснує та зберiгає лiнiйнi операцiї, тому

U−1(𝜆1Ue1 + · · · + 𝜆nUen) = (𝜆1e1 + · · · + 𝜆nen) = 0,

що суперечить лiнiйнiй незалежностi елементiв базису.

Достатнiсть
Покажемо, що комплексний (дiйсний випадок аналогiчний)
простiр E , dimE = n, iзоморфний простору Cn з нормою

Cn ∋ x = (x1, . . . , xn) ↦→ ‖x‖ =
(︁∑︀n

j=1 |xj |2
)︁1/2

.

Нехай e1, . . . , en — базис в E , тодi

E ∋ x =
n∑︁

j=1

xjej ↦→ (x1, . . . , xn) =: Ux ∈ Cn

— алгебраїчний iзоморфiзм. Покажемо, що це гомеоморфiзм.
За нерiвнiстю Кошi–Буняковського та аксiомами норми

‖x‖E =
⃦⃦⃦ n∑︁
j=1

xjej

⃦⃦⃦
E
≤

n∑︁
j=1

|xj |‖ej‖E ≤
(︁ n∑︁
j=1

|xj |2
)︁1/2(︁ n∑︁

j=1

‖ej‖2
E

)︁1/2

≤ c1‖Ux‖, c1 =
(︁ n∑︁
j=1

‖ej‖2
E

)︁1/2
> 0.



Достатнiсть. Продовження.
Залишилось показати, що ∃c2 > 0 : ‖Ux‖ ≤ c2‖x‖E , x ∈ E ,
тобто ‖y‖ ≤ c2‖U−1y‖E , y ∈ Cn. Розглянемо функцiю

Cn ∋ y ↦→ f (y) = ‖U−1y‖E ∈ R.

З доведеної нерiвностi c1‖y‖ ≥ ‖U−1y‖E маємо f (y) ≤ c1‖y‖,
тобто f неперервна.
Розглянемо звуження f на одиничну сферу y ∈ S1(0). Оскiльки
S1(0) — компакт, f досягає свого мiнiмуму 𝛿 ≥ 0.
Якщо 𝛿 = 0, то ∃y ∈ S1(0) : ‖U−1y‖E = 0, i U−1y = 0, але тодi
y = UU−1y = 0, що суперечить ‖y‖ = 1.
Отже, 𝛿 > 0, i для ‖y‖ = 1 маємо 1 ≤ 𝛿−1f (y) = 𝛿−1‖U−1y‖E ,
а тому внаслiдок однорiдностi норми, ‖y‖ ≤ 𝛿−1‖U−1y‖E для
всiх y ∈ Cn.

Наслiдок
Кожна обмежена множина скiнченновимiрного лiнiйного
нормованого простору передкомпактна.

Передкомпактнiсть одиничної кулi

Теорема
Одинична куля у лiнiйному нормованому просторi E
передкомпактна тодi i лише тодi, коли dimE < ∞.

Доведення.
Достатнiсть випливає з того, що куля — обмежена множина.
Нехай E нескiнченновимiрний лiнiйний нормований простiр.
Покажемо, що замкнена одинична куля B1(0) не компактна.
Виберемо E ∋ x1, ‖x1‖ = 1, та розглянемо пiдпростiр
G1 = з.л.о(x1). За теоремо про майже ортогональний вектор
∃x2 /∈ G1, ‖x2‖ = 1, для якого ‖x2 − x‖ > 1/2, x ∈ G1, зокрема,
‖x2 − x1‖ > 1/2. Розглянемо пiдпростiр G2 = з.л.о(x1, x2), для
якого побудуємо x3 /∈ G2, ‖x3‖ = 1, та ‖x3 − x1‖ > 1/2,
‖x3 − x2‖ > 1/2. Аналогiчно побудуємо цiлу послiдовнiсть
xj ∈ B1(0), j ≥ 1, для якої ‖xj − xk‖ > 1/2, j ̸= k . Очевидно, що
з такої послiдовностi неможливо видiлити фундаментальної
пiдпослiдовностi, тобто B1(0) — не компакт.


