
Реалiзацiї логiчних гейтiв. Вiдмовостiйкi
квантовi обчислення.

Лекцiя 13

16 травня 2023

Лекцiя 13
Реалiзацiї логiчних гейтiв. Вiдмовостiйкi квантовi обчислення.
1 / 20



Реалiзацiя логiчних гейтiв для коду Стiнi
Нагадаємо, що код Стiнi задається як

g1 “ IIIXXXX

g2 “ IXXIIXX

g3 “ XIXIXIX

g4 “ IIIZZZZ

g5 “ IZZIIZZ

g6 “ ZIZIZIZ

Z̄ “ ZZZZZZZ X̄ “ XXXXXXX

В цьому кодi логiчнi X̄ та Z̄ мають дуже просту форму, кожне
складається з 7ми однокубiтних операцiї.
А як реалiзувати усi iншi логiчнi операцiї, зокрема
мiльтикубiтнi, до того ж такi, якi дiють на блоках iз кубiтiв (в
кожному блоцi по 7 кубiтiв)?
Як вiдомо, будь-яку квантову операцiю можна реалiзувати як
комбiнацiю CNOT та однокубiтних гейтiв. В свою чергу,
однокубiтни гейти можна апроксимувати комбiнацiєю H та

T “

ˆ

1 0

0 e iπ{4

˙

. Якщо ж нас цiкавить лише група Клiфорда, то

достатньо вмiти реалiзовувати CNOT, H та S “

ˆ

1 0
0 i

˙

.
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Реалiзацiя логiчних гейтiв для коду Стiнi

В якостi логiчного H можна взяти H̄ “ H1H2H3H4H5H6H7.
Не важко бачити, що

H̄Z̄ H̄: “ X̄ , H̄X̄ H̄: “ Z̄ ,

тобто виконуються спiввiдношення як i для звичайних H,X ,Z .

Цiє властивостi достатньо для того, щоб з точнiстю до
глобальної фази H̄ дiяв як логiчний H, тобто виконувалося

H̄pa |0yL ` b |1yLq “ e iθp
a ` b
?
2

|0yL `
a ´ b
?
2

|1yLq.

(Iснують рiзнi реалiзацiї логiчних гейтiв, наприклад,
g5H1H2H3H4H5H6H7 теж реалiзує логiчний H.)
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Реалiзацiя логiчних гейтiв для коду Стiнi
Дiйсно, нехай операцiя U дiє на 7ми кубiтах коду, не змiнює
його стабiлiзаторний пiдпростiр C pSq “ spant|0yL , |1yLu, тобто

Upspant|0yL , |1yLuq “ spant|0yL , |1yLu,

(що те саме, що U комутує з проектором
ś

i pI ` gi q{2), i при
цьому виконується

UZ̄U: “ X̄ , UX̄U: “ Z̄ .

Оскiльки |0Lyx0L| “ pI ` Z̄ q{2
ś6

i“1pI ` gi q{2, то виходить

U|0Lyx0L|U: “ UpI ` Z̄ q{2U:

6
ź

i“1

pI ` gi q{2 “

“ pI ` X̄ q{2
6

ź

i“1

pI ` gi q{2 “ |`Lyx`L| .
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Реалiзацiя логiчних гейтiв для коду Стiнi
Використовуючи аналогiчний прийом загалом отримуємо

U|0Lyx0L|U: “ |`Lyx`L| , U|1Lyx1L|U: “ |´Lyx´L| ,

U|`Lyx`L|U: “ |0Lyx0L| , U|´Lyx´L|U: “ |1Lyx1L| .

Цих рiвностей достатньо для того, щоб однозначно визначити
дiю U на пiдпросторi C pSq з точнiстю до глобальної фази,
адже матрицi |0Lyx0L|, |1Lyx1L|, |`Lyx`L|, |´Lyx´L| утворюють
лiнiйний базис для усiх матриць на C pSq.
Нарештi, зрозумiло, що дiя

|0Ly ÝÑ |`Ly, |1Ly ÝÑ |´Ly

|`Ly ÝÑ |0Ly, |´Ly ÝÑ |1Ly

пiдходить як розв’язок для U. Значить така дiя на пiдпросторi
C pSq iснує єдина з точнiстю до глобальної фази.
Альтернативно це можна довести використовуючи те, що
операцiя спряження є лiнiйним вiдображенням на просторi
матриць.
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Реалiзацiя логiчних гейтiв
Попереднє твердження можна узагальнити. Нехай є
стабiлiзаторний код S “ xg1, . . . , gn´ky типу rn, ks.
Нехай ми маємо операцiю U, що дiє на k кубiтах.
Для l “ 1, . . . , k позначимо

UXlU
: “ UXl

, UZlU
: “ UZl

.

Припустимо ми знайшли логiчнi версiї X̄l , Z̄l , ŪXl
, ŪZl

, що
дiють на n кубiтах, для всiх l .

Тодi, якщо для операцiї Ū, яка дiє на n кубiтах i не змiнює
пiдпротiр C pSq коду, по всiм l виконується

ŪX̄l Ū
: “ ŪXl

, ŪZ̄l Ū
: “ ŪZl

,

то Ū є логiчною версiєю U (з точнiстю до глобальної фази),
тобто дiя Ū на C pSq “ spant|0Ly , . . . , |kLyu вiдповiдає дiї U на
spant|0y , . . . , |kyu.
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Реалiзацiя логiчних гейтiв для коду Стiнi

Наприклад, розглянемо гейт S “

ˆ

1 0
0 i

˙

. Маємо що

SZS: “ Z , SXS: “ Y “ iXZ .

В кодуваннi Стiнi розглянемо Ū “ S1S2S3S4S5S6S7. Будемо
мати

ŪZ̄ Ū: “ Z̄ , ŪX̄ Ū: “ Y1Y2Y3Y4Y5Y6Y7 “ i7X̄ Z̄ “ ´i X̄ Z̄ .

Видно, що таке Ū не зовсiм пiдходить на роль логiчного S . Але
це не складно виправити. Достатньо взяти

S̄ “ Z̄ Ū “ Z1Z2Z3Z4Z5Z6Z7S1S2S3S4S5S6S7.
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CNOT для одного блоку торичного коду

Нагадаємо, що кодування логiчних X ,Z та кубiтiв в торичному
кодi вiдбувається за правилом

|00yL Ø xtAsu
1, tBtu

1, Z̄1, Z̄2y,

|01yL Ø xtAsu
1, tBtu

1, Z̄1,´Z̄2y,

|10yL Ø xtAsu
1, tBtu

1,´Z̄1, Z̄2y,

|11yL Ø xtAsu
1, tBtu

1,´Z̄1,´Z̄2y.

А операцiю CNOT “ CX можна визначити з рiвнянь

CX ¨ pX b I q ¨ CX “ X b X , CX ¨ pI b X q ¨ CX “ I b X ,

CX ¨ pZ b I q ¨ CX “ Z b I , CX ¨ pI b Z q ¨ CX “ Z b Z .
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CNOT для одного блоку торичного коду

Тож для знаходження логiчного CNOT, що дiє на логiчних
кубiтах з одного блоку, потрiбно знайти Ū, що зберiгає
стабiлiзаторний пiдпростiр коду та виконується

ŪX̄1Ū
: “ X̄1X̄2, ŪX̄2Ū

: “ X̄2,

ŪZ̄1Ū
: “ Z̄1, ŪZ̄2Ū

: “ Z̄1Z̄2.

Еквiвалентно, має виконуватися

Ū |00yL “ |00yL , Ū |01yL “ |01yL ,

Ū |10yL “ |11yL , Ū |11yL “ |10yL .

(Тут таке Ū будується нетривiально за допомогою так званих
lattice surgery i наведено лише для прикладу.)
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CNOT мiж блоками коду Стiнi
В багатьох випадках реалiзувати CNOT, що дiє мiж логiчним
кубiтом з одного закодованого блоку, i кубiтом з iншого блоку
набагато простiше.
Наприклад, нехай є блок A з семи кубiтiв, що кодують один
логiчний кубiт |ϕLy1 кодом Стiнi, i блок B з iнших семи кубiтiв,
що кодують iнший логiчний кубiт |ψLy2.
Для реалiзацiї логiчного CNOTA,B достатньо застосувати
CNOTAi ,Bi

для кожної пари кубiтiв де Ai це i-й кубiт з першого
блоку, а Bi це i-й кубiт з другого.
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CNOT мiж блоками коду Стiнi

Дiйсно, виходить що

CNOTA,B ¨ X̄A b IB ¨ CNOTA,B “

“

7
ź

i“1

CNOTAi ,Bi
¨
`

7
ź

i“1

pXAi
b IBi

q

¯

¨

7
ź

i“1

CNOTAi ,Bi

“

7
ź

i“1

pXAi
b XBi

q “ X̄A b X̄B .

Аналогiчно, матимемо

CNOTA,B ¨ IA b X̄B ¨ CNOTA,B “ IA b X̄B ,

CNOTA,B ¨ Z̄A b IB ¨ CNOTA,B “ Z̄A b IB ,

CNOTA,B ¨ IA b Z̄B ¨ CNOTA,B “ Z̄A b Z̄B .
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CNOT мiж блоками коду Стiнi

Поглянемо на 14 кубiтiв, що роздiленi на 2 блоки по 7. Тодi код

S b S “ xtgi b IBu6i“1 Y tIA b gju
6
j“1y Ă Π14

буде стабiлiзаторним кодом типу r14, 2s, тобто буде кодувати 2
логiчнi кубiти. Логiчнi Z̄1, Z̄2, X̄1, X̄2 вiдповiдно будуть

Z̄1 “ Z̄A b IB , Z̄2 “ IA b Z̄B ,

X̄1 “ X̄A b IB , X̄2 “ IA b X̄B .

Не важко перевiрити, що CNOTA,B зберiгає стабiлiзаторний
пiдпростiр C pS b Sq (еквiвалентно, спряження за допомогою
CNOTA,B зберiгає пiдгрупу S b S). Тож CNOTA,B дiйсно
вiдповiдає логiчному CNOT мiж блоками коду Стiнi
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CNOT мiж блоками CSS кодiв

Попередня конструкцiя узагальнюється i на iншi CSS коди.

Нехай є CSS код типу rn, 1s, тобто частина генераторiв
складається лише з Z множникiв, а частина з X . До того ж,
логiчнi Z̄ та X̄ побудованi стандартним чином, тобто також
складаються з Z та X множникiв вiдповiдно.

Тодi логiчний CNOT мiж логiчним кубiтом з блоку A i
логiчним кубiтом з блоку B реалiзується як добуток CNOT , що
дiють мiж вiдповiдними куiтами з блокiв A та B .
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Трансверсальнi та вiдмовостiйкi операцiї

Попереднi приклади реалiзацiй квантових операцiй називають
трансверсальними.
Їх поєднує те, що фiзичний кубiт з одного блоку коду при
операцiї не взаємодiє з iншими кубiтами з того самого блоку.
(хоча в лiтературi iснують рiзнi варiацiї поняття
трансверсальностi.)

Iншим важливим поняттям є так званi вiдмовостiйкi операцiї.
Формально це такi операцiї, при яких похибка на одному з
фiзичних кубiтiв не може призвести до поширення похибки на
кiлька (бiльше одного) кубiтiв в одному блоцi (але поширення
похибки на кiлька рiзних блокiв дозволяється).
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Вiдмовостiйкi квантовi обчислення

Вiдмовостiйкими квантовими обчисленнями називають такi, що
складаються лише з вiдмовостiйких операцiй i використовують
алгоритм виправлення похибок пiсля кожної з операцiй.

Загальну iдею можна пояснити на прикладi наступної схеми
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Вiдмовостiйка реалiзацiя гейту T

Для реалiзацiї логiчного T |ψy для |ψy “ a |0y ` b |1y

використовують наступну схему

Iдея полягає в застосуваннi додаткового логiчного кубiту, що
знаходиться у станi

|Θy “
|0y ` e iπ{4 |1y

?
2

(на схемi пунктиром позначена його можлива генерацiя).

Лекцiя 13
Реалiзацiї логiчних гейтiв. Вiдмовостiйкi квантовi обчислення.
16 / 20



Вiдмовостiйка реалiзацiя гейту T

Пiсля операцiї CNOT зi схеми загальний стан вийде

CNOT |Θy b |ψy “

“
1

?
2

“

pa |0y ` be iπ{4 |1yq |0y ` pb |0y ` ae iπ{4 |1yq |1y
‰

Тож якщо вимiрювання другого кубiту (там де був ψ) показало
0, то стан першого кубiту сколапсує до a |0y ` be iπ{4 |1y, тобто
до в точностi до T |ψy. В iншому випадку стан сколапсує до
b |0y ` ae iπ{4 |1y, яке можна привести до T |ψy (з точнiстю до
фази) застосуванням SX .

Залишається зрозумiти як реалiзувати стан |Θy (ясно, що ми не
можемо використати T адже ми намагаємо його побудувати).
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Реалiзацiя |Θy

Не складно перевiрити, що |Θy це власний вектор зi значенням
+1 для оператору

THZHT : “ TXT : “ e´iπ{4SX .

Тож можна вимiряти |0y у e´iπ{4SX . Результат +1 буде
означати, що стан перейде як раз у |Θy. Якщо нi, тобто ми
отримаємо стан для власного вектору -1, то або можна
спробувати повторити процедуру вимiрювання, або ж
застосувати ZSXZ “ ´SX , що переведе власний вектор для -1
як раз до |Θy.

Для реалiзацiї вимiрювання, що вiдповiдає e´iπ{4SX , iснують
алгоритми, якi є вiдмовостiйкi.
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Завдання

Нехай ми маємо 5ти кубiтний код типу r5, 1s заданий через

g1 “ XZZXI

g2 “ IXZZX

g3 “ XIXZZ

g4 “ ZXIXZ

Z̄ “ ZZZZZ

X̄ “ XXXXX

Чи буде Ū “ H1H2H3H4H5 вiдповiдати логiчному H?
(подивитися чи зберiгається група

S “ xg1, g2, g3, g4y “ tgb1
1 gb2

2 gb3
3 gb4

4 ubiPt0,1u

при спряженнi Ū, тобто чи ŪSŪ: “ S)
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