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CSS коди
CSS коди (Calderbank-Shor-Steane) це рiзновид стабiлiзаторних
кодiв, у яких провiрочна матриця має вигляд

„

A 0
0 B

ȷ

Iншими словами, це стабiлiзаторний код у якого частина
генераторiв складаються лише з генераторiв типу

Xi1 b Xi2 b ¨ ¨ ¨ b Xik ,

а iнша частина з генераторiв типу

Zj1 b Zj2 b ¨ ¨ ¨ b Zjl .

Такi коди не є оптимальними (5-ти кубiтний оптимальний код
типу r5, 1s не є CSS), але завдяки простотi конструкцiї мають
iншi переваги.
До того ж їх можна будувати iз класичних лiнiйних кодiв, коли
A, B будуються по матрицям парностi цих кодiв.
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Приклади CSS кодiв

3х кубiтний bit flip код можна розумiти як CSS код з наступними
генераторами, логiчними X̄ , Z̄ та провiрочною матрицею:

g1 “ ZZI

g2 “ ZIZ

Z̄ “ ZII

X̄ “ XXX

„

0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1

ȷ

Оскiльки g1, g2 стабiлiзують spant|000y , |111yu то це i буде
пiдпростором, що стабiлiзується xg1, g2y.
Стан |000y стабiльний вiдносно Z̄ , тож вiн стабiлiзується
xg1, g2, Z̄y. А |111y стабiльний вiдносно ´Z̄ , тож його код
xg1, g2,´Z̄y.
Маємо, що X̄ комутує з g1, g2 i антикомутує з Z̄ , тож при дiї на
стан з кодом xg1, g2, Z̄y як раз вийде xg1, g2,´Z̄y.
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Приклади CSS кодiв

Вiдповiдний 3х кубiтний phase flip код так само CSS код, який
можна зобразити як

g1 “ XXI

g2 “ XIX

Z̄ “ XII

X̄ “ ZZZ

„

1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0

ȷ

Тут g1, g2 стабiлiзують spant|` ` `y , |´ ´ ´yu а значить i
xg1, g2y його стабiлiзує.
Стан |` ` `y стабiльний вiдносно Z̄ , а значить має код
xg1, g2, Z̄y. Вiдповiдно |´ ´ ´y має код xg1, g2,´Z̄y.
Так само, X̄ комутує з g1, g2 i антикомутує з Z̄ , тож

X̄ |0yL “ X̄ |` ` `y “ |´ ´ ´y “ |1yL .
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Приклади CSS кодiв

9ти кубiтний код Шора можна зобразити як

g1 “ ZZIIIIIII

g2 “ ZIZIIIIII

g3 “ IIIZZIIII

g4 “ IIIZIZIII

g5 “ IIIIIIZZI

g6 “ IIIIIIZIZ

g7 “ XXXXXXIII

g8 “ XXXIIIXXX

Z̄ “ XXXXXXXXX

X̄ “ ZZZZZZZZZ

Видно, що g1, . . . , g6 стабiлiзують стани

p|000y ` p´1qb1 |111yqp|000y ` p´1qb2 |111yqp|000y ` p´1qb3 |111yq

та їх лiнiйнi комбiнацiї, що дає простiр розмiрностi 23.
Генератори g7, g8 залишають тi, в яких b1 “ b2 “ b3 mod 2.
Z̄ стабiлiзує коли bi “ 0, а ´Z̄ коли bi “ 1.

Лекцiя 12
CSS коди. Реалiзацiя кодування та вимiрювань стабiлiзаторних кодiв.
5 / 22



7ми кубiтний код Стейна
Код Стейна це CSS код типу r7, 1s в якого провiрочна матриця

„

A 0
0 A

ȷ

, де A “

»

–

1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1

fi

fl ,

тобто g1 “ XIIXXIX, g4 “ ZIIZZIZ, . . . , а логiчнi оператори

Z̄ “ ZZZZZZZ X̄ “ XXXXXXX

Група генераторiв xg1, . . . , g6y стабiлiзує стани

|0yL “
1

?
8

p
ˇ

ˇ07
D

` g1
ˇ

ˇ07
D

` g2
ˇ

ˇ07
D

` g3
ˇ

ˇ07
D

`

` g1g2
ˇ

ˇ07
D

` g1g3
ˇ

ˇ07
D

` g2g3
ˇ

ˇ07
D

` g1g2g3
ˇ

ˇ07
D

q

та
|1yL “ X̄ |0yL
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Знаходження стабiльних пiдпросторiв
Взагалi, якщо є скiнченна група G порядку m, що складається
з унiтарних операторiв, то

P “
1

m

ÿ

UPG

U

буде проєктором на пiдпростiр, який стабiлiзується усiма U.
Зокрема, для будь-якого |ψy вектор P |ψy буде стабiльним
вiдносно всiх U P G .
Для стабiлiзаторної пiдгрупи xg1, . . . , gky Ă Πn виходить, що

P “
1

2k

ÿ

b1...bkPBk

k
ź

i“1

gbi
i “

1

2k

k
ź

i“1

pI ` gi q

буде вiдповiдним проєктором на стабiлiзаторний пiдпростiр.

В попередньому прикладi P
ˇ

ˇ07
D

буде стабiльним вектором для
xg1, . . . , g6, Z̄y, але ж gi

ˇ

ˇ07
D

“
ˇ

ˇ07
D

при i “ 4, 5, 6 та
Z̄

ˇ

ˇ07
D

“
ˇ

ˇ07
D

, тож якраз виходить та формула для |0yL.
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Централiзатор та нормалiзатор у групi
Централiзатором пiдмножини S в групi G називають пiдгрупу
ZpSq ď G таку, що для будь-якого g P ZpSq виконується

@s P S : gsg´1 “ s.

Нормалiзатором пiдмножини S в групi G називають пiдгрупу
N pSq ď G таку, що для будь-якого g P N pSq виконується

@s P S : gsg´1 P S .

Очевидно, що
ZpSq ď N pSq ď G .

Наприклад, група Клiфорда є нормалiзатором групи Паулi у
групi всiх унiтарних операторiв.

Для стабiлiзаторної групи S “ xg1, . . . , gky ї ї централiзатор та
нормалiзатор в групi Паулi Πn спiвпадають i вiдiграють
важливу роль.
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Типи похибок вiдносно стабiлiзаторного коду
Нехай є стабiлiзаторна група S “ xg1, . . . , gky Ă Πn.
Припустимо на стан |ψy P C pSq, що стабiльний вiдносно S ,
подiяла похибка E P Πn. Стан E |ψy потрапить до пiдпростору
стабiльного вiдносно xEg1E

:, . . . ,EgkE
:y.

Якщо E антикомутує з деякими gi , то E |ψy буде стабiльним
вiдносно EgiE

: “ ´gi . Тож синдромнi вимiрювання, що
вiдповiдають gi , покажуть ´1 i тодi можна застосувати
операцiю R P Πn, яка поверне E |ψy у пiдпростiр C pSq. В
залежностi вiд операцiї R логiчне значення стану RE |ψy може
змiнитися. Наприклад, у 3х кубiтному бiт-флiп кодi може
статися E “ X1. Для обидвох R “ X1 та R “ X2X3 вийде
RE |ψy P C pSq, але у другому випадку логiчний стан змiниться
на протилежний (тобто подiє X̄ ).

Загальний iдея - в якостi R береться операцiя, яка дiє на
найменшу кiлькiсть кубiтiв (серед усiх R , що повертають E |ψy

у C pSq).
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Типи похибок вiдносно стабiлiзаторного коду
Якщо похибка E P S , то E |ψy “ |ψy i нiчого виправляти не
доведеться.
Якщо похибка E P N pSqzS , то синдромнi вимiрювання нiчого
не покажуть, але знов таки, логiчне значення стану E |ψy може
змiнитися (наприклад, коли E “ XXX у бiт-флiп кодi).

Якщо є множина можливих похибок tEiu Ă Πn (яку ми знаємо),
то коректне виправлення можна або завжди зробити або нi.
Наприклад, у бiт-флiп кодi множини похибок tX1,X2X3u чи
tI ,X1X2X3u виправити не можна - адже ми не зможемо
вiдрiзнити яка саме помилка сталася, а неправильне
виправлення змiнює логiчний стан. А ось множина
tI ,X1,X2,X3u виправляється коректно.

Наступнi умови є достатнiми для того, щоб множину похибок
tEiu Ă Πn можна було завжди коректно виправляти:

E :

j Ek R N pSqzS .
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Вiдстань стабiлiзаторного коду

Для оператору E P Πn можна визначити вагу - це кiлькiсть
кубiтiв, де E дiє нетривiально. Наприклад, E “ X1Z6Y2 має
вагу 3.

Вiдстанню d стабiлiзаторного коду S називають найменшу вагу
елементу E P N pSqzS . При цьому стабiлiзаторний код типу
rn, ks записують як rn, k , ds.

Не важко бачити, що якщо код має вiдстань d “ 2t ` 1, то
множина похибок tEiu Ă Πn, де кожне Ei має вагу не бiльше за
t, задовольняє достатнiм умовам для коректного виправлення.
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Реалiзацiя вимiрювань
Нехай ми маємо оператор M P Πn, M2 “ I , M ‰ I . Йому
вiдповiдає розбиття простору в пряму ортогональну суму двох
пiдпросторiв, що є власними пiдпросторами для власних
значень `1 та ´1 оператора M. Як реалiзувати вiдповiдне
вимiрювання стану |ψy?
Це можна зробити наступною схемою:

Як видно, результатом застосування схеми буде стан

pH b I qCpMqpH b I q |0y |ψy “ pH b I q
1

?
2

p|0y |ψy ` |1yM |ψyq “

“
1

?
2

p|`y |ψy ` |´yM |ψyq “ |0y
1

2
pI `Mq |ψy ` |1y

1

2
pI ´Mq |ψy .
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Реалiзацiя вимiрювань

Наприклад, при M “ X схема буде

а при M “ Z буде
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Реалiзацiя вимiрювань коду Стейна

Нагадаємо, що стандартна форма провiрочної матрицi коду має
вигляд

Пiсля приведення до стандартної форми провiрочна матриця
коду Стейна буде, наприклад, така
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Реалiзацiя вимiрювань коду Стейна
Наступна схема реалiзує синдромнi вимiрювання коду Стейна
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Реалiзацiя вимiрювань коду Стейна
Cхема, еквiвалентна до попередньої:
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Реалiзацiя кодування

Нехай ми маємо стабiлiзаторний код xg1, . . . , gn´ky Ă Πn, а
також логiчнi Z̄1, . . . , Z̄k та X̄1, . . . , X̄k . Нагадаємо, що для коду
у стандартнiй формi їх можна взяти iз матриць H та F :

H “
“

0 0 0 | AT
2 0 I

‰

,

F “
“

0 ET I | CT 0 0
‰

.

Маємо, що

|b1 . . . bkyL Ø xg1, . . . , gn´k , p´1qb1Z̄1, . . . , p´1qbk Z̄ky,

або ж
|b1 . . . bkyL “ X̄ b1

1 . . . X̄ bk
k |0 . . . 0yL ,

де
|0 . . . 0yL Ø xg1, . . . , gn´k , Z̄1, . . . , Z̄ky.

Як реалiзувати це кодування?
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Реалiзацiя кодування

Один iз способiв - це взяти довiльний стан |ψy (можна просто
|0ny) i послiдовно провести вимiрювання g1, . . . , gn´k та
Z̄1, . . . , Z̄k .
Результатом буде послiдовнiсть з n значень ˘1, а |ψy перейде у
стабiлiзаторний стан iз вiдповiдним кодом

x˘g1, . . . ,˘gn´k ,˘Z̄1, . . . ,˘Z̄ky.

Якщо усi gi зi знаками `, то отриманий стан буде вiдповiдати
якомусь

|b1 . . . bkyL ,

який можна перевести у потрiбний застосуваннями X̄i .
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Реалiзацiя кодування

Якщо деякi gi зi знаками ´, то отриманий стан буде
вiдповiдати якомусь

E |b1 . . . bkyL

де E P Πn це похибка, що антикомутує з gi де був ´, та комутує
з iншими gi , де вимiрювання показали `.

Тож щоб отримати |b1 . . . bkyL достатньо зробити виправлення
R для похибки E .

Для множини можливих похибок tEju Ă Πn ми можемо наперед
порахувати синдроми, тобто для кожного Ej визначити для
яких i є антикомутацiя EjgiE

:

j “ ´gi . Але це не може бути не
достатньо ефективно.

По синдромам ˘1 iснує ефективний спосiб визначення усiх
R P Πn, таких що R антикомутує з вiдповiдними gi .
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Ефективне знаходження виправлень по синдромам
Антикомутацiя мiж R та gi еквiвалентна тому, що

bpgi q

„

0 In
In 0

ȷ

bpRqT “ 1 mod 2,

а значить

G

„

0 In
In 0

ȷ

bpRqT “ pl1, . . . , ln´kqT

де G це провiрочна матриця для tg1, . . . , gn´ku, а li дорiвнює 1
якщо є антикомутацiя R з gi , та 0 iнакше.

Оскiльки gi незалежнi, то G

„

0 In
In 0

ȷ

має ранг n ´ k . А значить

для будь-якого вектору pl1, . . . , ln´kqT можна знайти прообраз
v , тобто

G

„

0 In
In 0

ȷ

v “ pl1, . . . , ln´kqT .

Тож в якостi R можна взяти таке, що bpRq “ vT . Загалом, цей
спосiб дає всi шуканi R при переборi прообразiв v .
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Знаходження нормалiзатору N pSq

Точно такий же прийом працює i для знаходження
N pSq “ ZpSq стабiлiзаторного коду S “ xg1, . . . , gn´ky.

Усi оператори M P N pSq знаходяться iз

G

„

0 In
In 0

ȷ

v “ p0, . . . , 0qT ,

bpMq “ vT .

Насправдi, не важко показати, що якщо вiдомi Z̄1, . . . , Z̄k ,
X̄1, . . . , X̄k для коду S , то разом з gi вони в точностi
породжують N pSq:

N pSq “ xg1, . . . , gn´k , Z̄1, . . . , Z̄k , X̄1, . . . , X̄ky.

Лекцiя 12
CSS коди. Реалiзацiя кодування та вимiрювань стабiлiзаторних кодiв.
21 / 22



Завдання

1. Для коду Стейна записаного у виглядi

g1 “ IIIXXXX

g2 “ IXXIIXX

g3 “ XIXIXIX

g4 “ IIIZZZZ

g5 “ IZZIIZZ

g6 “ ZIZIZIZ

Z̄ “ ZZZZZZZ X̄ “ XXXXXXX

перевiрити, що у загальному елементi g “ gb1
1 . . . gb6

6 групи
S “ xg1, . . . , g6y будуть присутнi або 4 X та 3 I , або 4 Z та 3 I ,
aбо 4 Y та 3 I , або 2 X та 2 Z та 2 Y та 1 I (без урахування
фаз). На основi цього знайти вiдстань цього коду.
2. Пояснити, чому вiдстань торичного коду на 2n2 кубiтах буде
не бiльша за n (насправдi ж вона дорiвнює n).
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