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Знаходження порядку числа

Нехай x та N це взаємно простi числа. Порядком числа x по
модулю N називають найменше число r ą 0, таке що

x r “ 1 mod N.

Задача знаходження порядку є важкою в класичному випадку.
Покажемо, як квантова оцiнка фази дозволяє її розв’язати.
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Знаходження порядку числа

Вiзьмемо L кубiтiв, щоб N ă 2L. Розглянемо унiтарну операцiю
U, що дiє наступним чином p0 ď y ă 2Lq:

U |yy “

#

|yx mod Ny , y ă N,

|yy , N ď y ă 2L.

Оскiльки x r “ 1 mod N, то U r “ I , причому Us ‰ I для
0 ă s ă r .
Рiвнiсть U r “ I означає, що серед власних значень U є
примiтивнi коренi степеня r з одиницi, тобто e2πis{r .

Тож ми можемо використати QPE , щоб отримати оцiнки
дробiв s{r i використитати цю iнформацiю для вiдтворення r .
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Знаходження порядку числа
Розглянемо r власних векторiв |usy, s “ 0, . . . , r ´ 1:

|usy “
1

?
r

r´1
ÿ

k“0

e´2πisk{r
ˇ

ˇ

ˇ
xk mod N

E

,

U |usy “ e2πis{r |usy .

Оскiльки
1

?
r

r´1
ÿ

s“0

|usy “ |1y ,

то

QPE
ˇ

ˇ0t
D

|1y “
1

?
r

r´1
ÿ

s“0

ˇ

ˇ

ˇ

Ăs{r
E

|usy ,

тож одне вимiрювання дасть нам оцiнку Ăs{r (тобто t бiтiв)
дробу s{r для випадкового 0 ď s ď r ´ 1.
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Знаходження порядку числа
Для застосування QPE потрiбно зрозумiти як реалiзувати
послiдовнiсть дiй Ck “ C pU2k q. Нехай z “ z1z2 . . . zt
складається з t бiтiв zi P B. Застосування

śt
k“1 Ck до |zy |yy

буде мати результат

t
ź

k“1

Ck |zy |yy “ |zy pU2t´1
qzt . . . pU2qz2Uz1 |yy “

“ |zy

ˇ

ˇ

ˇ
yx2

t´1zt`¨¨¨`2z2`z1 mod N
E

“ |zy |yxz mod Ny .

Це можна реалiзувати як композицiю

|zy |yy

ˇ

ˇ

ˇ
0L

E

ÝÑ

|zy |yy |xz mod Ny ÝÑ

|zy |yxz mod Ny |xz mod Ny ÝÑ

|zy |yxz mod Ny

ˇ

ˇ

ˇ
0L

E

.
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Знаходження порядку числа

Оскiльки функцiї fapbq “ ab mod N та f pa, bq “ ab mod N є
швидкi класично, то для них iснують ефективнi класичнi
логiчнi схеми, а значить iснують i ефективнi квантовi.

Загалом, для реалiзацiї
śt

k“1 Ck достатньо OptL2q примiтивних
гейтiв.
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Знаходження порядку числа, оцiнка точностi
Твердження Якщо в алгоритмi QPE взяти
t “ 2L ` 1 ` rlog2p2 ` 1{2εqs, то ймовiрнiсть отримати оцiнку
ϕ « s{r , що має точнiсть в 2L ` 1 бiтiв (тобто першi 2L ` 1 бiтiв
ϕ та s{r спiвпадають, |ϕ ´ s{r | ď 1{22L`1), буде не менша за
p1 ´ εq.
Доведення Нехай Φ “ 0.Φ1Φ2 . . .Φt це першi t бiтiв s{r , а
значить

|ps{r ´ Φq2t | ď 1.

Якщо ϕ не достатньо точне, тобто |ϕ ´ s{r | ą 1{22L`1, то

|pϕ´Φq2t | “ |pϕ´s{rq2t `ps{r ´Φq2t | ą 2t{22L`1´1 ą 1`1{2ε.

За твердженням з попередньої лекцiї ймовiрнiсть цього
ď 1{2p1 ` 1{2ε ´ 1q “ ε. ˝

Зауважимо, що якщо |ϕ ´ s{r | ď 1{22L`1, то |ϕ ´ s{r | ď 1{2r2,
оскiльки 22L`1 “ 2 ¨ 22L ě 2N2 ě 2r2.
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Алгоритм вiдтворення ланцюгового дробу
Ланцюговий дрiб – це запис дробового числа у виглядi

p

q
“ a0 `

1

a1 `
1

a2 `
1

. . . `
1

an

Його позначають ra0, a1, . . . , ans. Алгоритм CFE (continued
fraction expansion) – це алгоритм знаходження ланцюгового
запису для числа. Наприклад,

31

13
“ 2 `

5

13
“ 2 `

1
13
5

“ 2 `
1

2 ` 3
5

“ 2 `
1

2 ` 1
5
3

“ 2 `
1

2 ` 1
1` 2

3

“ 2 `
1

2 ` 1
1` 1

1` 1
2
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Алгоритм вiдтворення ланцюгового дробу

Дрiб pk
qk

“ ra0, a1, . . . , ak s називають k-им наближенням p{q.
Основна властивiсть ланцюгового запису – якщо два числа
близькi, то їх наближення спiвпадають. Має мiсце наступна
теорема:
Теорема Якщо для додатнiх чисел a, b виконується

ˇ

ˇ

ˇ

p

q
´

a

b

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1

2b2
,

то a
b “

pk
qk

для деякого k .
Оскiльки |ϕ ´ s{r | ď 1{2r2, то застосувавши CFE до p

q “ ϕ ми
будемо мати pk

qk
“ s{r для якогось k .

Ймовiрнiсть того, що s{r це нескоротний дрiб дорiвнює φprq{r ,
що є достатньо високою. З такою ймовiрнiстю qk “ r для
якогось k . Потрiбно лише перевiрити умову xqk “ 1 mod N,
щоб пересвiдчитись у цьому.
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Алгоритм Шора факторизацiї числа

Насправдi, основною частиною алгоритму Шора, де
використовуються квантовi комп’ютери, є знаходження порядку
числа, яку ми вже розiбрали. Подивимось, як вiн виглядає в
цiлому.

Нехай N це деяке число, яке ми хочемо розкласти на
множники. Для цього нам достатньо знайти хоча б один
дiльник N, далi можна розкладати по рекурсiї.

Iдея полягає в тому, щоб знайти таке 0 ă x ă N, що x2 “ 1
mod N, але x ‰ ˘1 mod N. Тодi px ´ 1qpx ` 1q дiлиться на N,
причому px ´ 1q та px ` 1q окремо не дiляться. Звiдси
gcdpx ´ 1,Nq та gcdpx ` 1,Nq є нетривiальними дiльниками N.
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Алгоритм Шора факторизацiї числа

Для того щоб знайти таке x ми беремо випадкове 0 ă y ă N i
шукаємо його порядок r , тобто y r “ 1 mod N. Якщо r
виявиться парним, то для x “ y r{2 ми будемо мати x2 “ 1
mod N. I якщо нам повезе, то y r{2 ‰ ˘1 mod N, тобто x
пiдходяще.

Ймовiрнiсть такого результату для випадкового y досить
висока – вона не менша за 1 ´ 1{2k´1, де k це кiлькiсть рiзних
непарних простих дiльникiв числа N.
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Знаходження перiодiв функцiй

Нехай фунцiя f : Z ÝÑ Bm є перiодичною, тобто iснує
найменше r ą 0 таке, що @x : f px ` rq “ f pxq. Бiльше того,
вважатимемо, що f px ` sq ‰ f pxq для будь-яких x та 0 ă s ă r
(звiдси r ă 2m).

Задача полягає в знаходженнi перiоду r за мiнiмальну кiлькiсть
запитiв до f . Нагадаємо, що квантова версiя Uf дiє як
Uf |xy |0my “ |xy |f pxqy, для 0 ď x ď 2t ´ 1.

Для стану |0ty |0my застосуємо операцiю Hbt до першого
регiстру та Uf до всього стану. Будемо мати

Uf pHbt b I q
ˇ

ˇ0t
D

|0my “ Uf
1

2t{2

2t´1
ÿ

x“0

|xy |0my “
1

2t{2

2t´1
ÿ

x“0

|xy |f pxqy .
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Знаходження перiодiв функцiй

Позначимо для y “ 0, 1, . . . , r ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pyq

E

“
1

?
r

r´1
ÿ

x“0

e´2πixy{r |f pxqy .

Тодi

|f pxqy “
1

?
r

r´1
ÿ

y“0

e2πixy{r
ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pyq

E

.

Iншими словами, це перетворення Фур’є порядку r (але тут ми
це використовуємо лише як математичний запис, а не квантову
операцiю).

Зауважимо, що оскiльки всi f p0q, f p1q, . . . , f pr ´ 1q рiзнi, то всi
ˇ

ˇ

ˇ
f̂ p0q

E

,
ˇ

ˇ

ˇ
f̂ p1q

E

, . . . ,
ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pr ´ 1q

E

є ортогональнi.
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Знаходження перiодiв функцiй

Маємо, що

1

2t{2

2t´1
ÿ

x“0

|xy |f pxqy “
1

2t{2

2t´1
ÿ

x“0

|xy
1

?
r

r´1
ÿ

y“0

e2πixy{r
ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pyq

E

“

“
1

?
r

r´1
ÿ

y“0

´ 1

2t{2

2t´1
ÿ

x“0

e2πixpy{rq |xy

¯ ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pyq

E

“
1

?
r

r´1
ÿ

y“0

|Xy y

ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pyq

E

.

Оскiльки усi
ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pyq

E

ортогональнi, то перший регiстр окремо є
рiвномiрною сумiшу станiв |Xy y.
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Знаходження перiодiв функцiй

Так як i в алгоритмi оцiнки фази застосування QFT´1
2t до |Xy y

дасть стан

QFT´1
2t

1

2t{2

2t´1
ÿ

x“0

e2πixpy{rq |xy “

ˇ

ˇ

ˇ

Ąy{r
E

,

вимiрювання якого дасть оцiнку фази y{r .

Оскiльки перший регiстр це рiвномiрна сумiш |Xy y, то ми
будемо отримувати оцiнку y{r для випадкового y . Як i ранiше,
r можна знайти алгоритмом CFE вiдтворення ланцюгового
дробу.

Застосування цього алгоритму до функцiї f pxq “ ax mod N по
сутi еквiвалентно знаходженню порядку числа a.
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Дискретне логарифмування
Нехай N ą 0 i нам данi числа a, b такi, що b “ as mod N для
деякого s. Задача дискретного логарифмування полягає у
знаходженнi числа s. Класично ця задача вважається складною
i ця складнiсть використовується в криптографiчних
алгоритмах (зокрема, в алгоритмах на елiптичних кривих).
Поглянемо, як ця задача розв’язується на квантовому
комп’ютерi.

Нехай r це порядок числа a, тобто ar “ 1 mod N. Розглянемо
функцiю f px1, x2q “ bx1ax2 mod N “ asx1`x2 mod N. Вона є
перiодичною з перiодом p1,´sq, оскiльки
f px1 ` 1, x2 ´ sq “ f px1, x2q. До того ж вона є перiодичною по
кожному аргументу: f px1 ` r , x2q “ f px1, x2 ` rq “ f px1, x2q.

Вiдповiдною квантовою операцiєю буде
Uf |x1y |x2y |yy “ |x1y |x2y |y ‘ f pxqy, де першi два регiстри
складаються з t кубiтiв, а третiй з m кубiтiв, 2m ą N.
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Дискретне логарифмування
Використовуємо стандартний прийом – до стану |0ty |0ty |0my

застосовуємо операцiю Уолша-Адамара до перших регiстрiв та
Uf до результату:

Uf pHbt bHbt b I q
ˇ

ˇ0t
D

ˇ

ˇ0t
D

|0my “
1

2t

2t´1
ÿ

x1“0

2t´1
ÿ

x2“0

|x1y |x2y |f px1, x2qy .

По аналогiї до попереднього позначимо для
l1, l2 “ 0, 1, . . . , r ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pl1, l2q

E

“
1

r
?
r

r´1
ÿ

x1“0

r´1
ÿ

x2“0

e´2πipl1x1`l2x2q{r |f px1, x2qy .

Тодi

|f px1, x2qy “
1

?
r

r´1
ÿ

l1“0

r´1
ÿ

l2“0

e2πipl1x1`l2x2q{r
ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pl1, l2q

E

.
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Дискретне логарифмування
Оскiльки f px1, x2q “ f p0, x2 ` sx1q, то зробивши замiну змiнних
j “ x2 ` sx1 mod r матимемо

ˇ

ˇ

ˇ
f̂ pl1, l2q

E

“
1

r
?
r

r´1
ÿ

x1“0

r´1
ÿ

j“0

e´2πipl1x1`l2pj´sx1qq{r |f p0, jqy “

“
1

r
?
r

r´1
ÿ

j“0

e´2πil2j{r
r´1
ÿ

x1“0

e´2πix1pl1´sl2q{r |f p0, jqy “

“
1

?
r

r´1
ÿ

j“0

e´2πil2j{r |f p0, jqy ,

якщо l1 ´ sl2 “ 0 mod r , та дорiвнює 0 iнакше. Звiдси

|f px1, x2qy “
1

?
r

r´1
ÿ

l2“0

e2πipsl2x1`l2x2q{r
ˇ

ˇ

ˇ
f̂ psl2, l2q

E

.
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Дискретне логарифмування
Загалом, можемо написати, що

1

2t

2t´1
ÿ

x1“0

2t´1
ÿ

x2“0

|x1y |x2y |f px1, x2qy “

“
1

2t
?
r

r´1
ÿ

l2“0

2t´1
ÿ

x1“0

2t´1
ÿ

x2“0

e2πipsl2x1`l2x2q{r |x1y |x2y

ˇ

ˇ

ˇ
f̂ psl2, l2q

E

“

“
1

2t
?
r

r´1
ÿ

l2“0

´

2t´1
ÿ

x1“0

e2πisl2x1{r |x1y

¯´

2t´1
ÿ

x2“0

e2πil2x2{r |x2y

¯ ˇ

ˇ

ˇ
f̂ psl2, l2q

E

.

Застосування QFT´1
2t до кожного з перших двох регiстрiв дасть

нам стан
1

?
r

r´1
ÿ

l2“0

ˇ

ˇ

ˇ

Ćsl2{r
E

ˇ

ˇ

ˇ

Ąl2{r
E

ˇ

ˇ

ˇ
f̂ psl2, l2q

E

.

Вимiрювання перших двох регiстрiв дасть нам оцiнку дробiв
sl2{r та l2{r для випадкового значення l2 (з однаковою
ймовiрнiстю). Звiдси s знаходиться застосуванням CFE .
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Завдання

Нехай є якийсь стан |vy “
řr

i“1 αi |xiy |yiy на просторi з t ` m
кубiтiв, де t|yiyu ортонормованi (тобто частина якогось повного
базису, не обов’язково стандартного), а t|xiyu просто будь-якi
стани з нормою 1.

Вiдомо, що для базисного стану |by “ |b1b2..bty виконується
нерiвнiсть | xb|xiy |2 ă ε для кожного i .

Показати, що ймовiрнiсть отримати b при вимiрюваннi першого
регiстру |vy в стандартному базисi не перевищує ε.
(використати матрицю густини)
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