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Унiверсальний набiр гейтiв

Теорема
Будь-яку унiтарну операцiю U на n кубiтах можна реалiзувати
як послiдовнiсть CNOTk,l та одно-кубiтнитних гейтiв.
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Дворiвневi унiтарнi операцiї

Унiтарна U є дворiвневою, якщо вона має вигляд
¨
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˚̊
˚̊
˚̋

I
...

. . .
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. . .
. . . a . . . c . . .
. . .

... I
...

. . .
. . . b . . . d . . .
. . .

...
. . .

... I

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

При цьому ˆ
a c
b d

˙

буде унiтарною.
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Теорема про унiверсальний набiр

Шлях доведення:
1 Розкладаємо U у добуток дворiвневих
2 Розкладаємо дворiвневi у добуток мультиконтрольованих
однокубiтних

3 Розкладаємо мультиконтрольованi однокубiтнi (див.
попередню лекцiю). Тобто зводимо до двоконтрольованих,
а потiм їх вже до добутку CNOTk,l та однокубiтних
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Розклад у добуток дворiвневих
Нехай унiтарна U дорiвнює

U “
¨
˝
a d g
b e h
c f j

˛
‚

Якщо помножити її справа на матрицю

U1 “
¨
˝
ā{a|a|2 ` |b|2 b̄{a|a|2 ` |b|2 0

b{a|a|2 ` |b|2 ´a{a|a|2 ` |b|2 0
0 0 1

˛
‚,

то вийде

U1U “
¨
˝
a1 d 1 g 1
0 e 1 h1
c 1 f 1 j 1

˛
‚.
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Перестановочнi матрицi

Якщо було би |a|2 ` |b|2 “ 0, то значить c ‰ 0.
Значить, перестановочною матрицею можна звести до випадку
|a|2 ` |b|2 ‰ 0.

Будь-яка перестановка є добутком транспозицiй (де тiльки два
елементи переставляються).

Вiдповiдна перестановочна матриця для транспозицiї є
дворiвневою, а саме
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. . .

... I
...

. . .
. . . 1 . . . 0 . . .
. . .

...
. . .

... I

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

Лекцiя 5
Унiверсальний набiр гейтiв. Елементарнi квантовi алгоритми.
6 / 25



Розклад у добуток дворiвневих

Множимо далi U1U на

U2 “
¨
˝
ā1{a|a1|2 ` |c 1|2 0 c̄ 1{a|a1|2 ` |c 1|2

0 1 0

c 1{a|a1|2 ` |c 1|2 0 ´a1{a|a1|2 ` |c 1|2

˛
‚

i отримуємо

U2U1U “
¨
˝
1 d 1 g 1
0 e 1 h1
0 f 1 j 1

˛
‚

Але оскiльки результат є унiтарна матриця, то d 1 “ g 1 “ 0.
Тож U2U1U вже буде дворiвнева.
Загалом виходить

U “ U:
1 ¨ U:

2 ¨ pU2U1Uq.
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Розклад у добуток дворiвневих

Загалом, для U розмiру m ˆ m знадобиться не бiльше за
mpm ´ 1q{2 дворiвневих матриць у розкладi.

Тобто, у випадку n кубiтiв вийде не бiльше за 2np2n ´ 1q{2
множникiв.
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Розклад дворiвневих до мультиконтрольованих

Нехай U це мультиконтрольована однокубiтна операцiя, де
контроль йде по всiм кубiтам, окрiм цiльового кубiту. Тобто,

U “ Cr0,...,k´1,k`1,...,n´1s,kpV qra0 . . . ak´1ak`1 . . . an´1s,
що дiє за правилом

|b0b1 . . . bk´1bkbk`1 . . . bn´1y ÝÑ |b0b1 . . . bk´1y ˇ̌
b1
k

D |bk`1 . . . bn´1y ,
де майже завжди |b1

ky “ |bky, a |b1
ky “ V |bky тiльки якщо

b0 . . . bk´1bk`1 . . . bn´1 “ a0 . . . ak´1ak`1 . . . an´1.

Така операцiя є дворiвневою, де iндекси рiвнiв це
s “ a0 . . . ak´10ak`1 . . . an´1 та t “ a0 . . . ak´11ak`1 . . . an´1.
Як видно, iндекси рiвнiв вiдрiзняються лише в одному бiтi. А
значить, не будь-яка дво-рiвнева матриця має такий тип. Але є
процедура зведення, яка полягає в застосуваннi кодiв Грея.
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Коди Грея

Код Грея це послiдовнiсть бiтових строк, де сусiднi строки
вiдрiзняються лише одним бiтом.

Наприклад, код

101001
101011
100011
110011

з’єднує строку s “ 101001 та t “ 110011.
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Розклад дворiвневих до мультиконтрольованих

Нехай тепер у нас є будь-яка дво-рiвнева матриця U, iндекси
рiвнiв якої це s та t. Беремо код Грея, що їх з’єднує, тобто
g1 “ s, g2, . . . , gm´1, gm “ t, де iндекси gi , gi`1 вiдрiзняються
лише в одному бiтi.
Через Tgi ,gi`1 позначимо дворiвневу унiтарну операцiю, що
переставляє рiвнi gi , gi`1, (тобто для неї a “ d “ 0, b “ c “ 1).
Така операцiя є мультиконтрольованим X , де iндекс кубiту цiлi
– це там де gi , gi`1 вiдрiзняються в одному бiтi, всi iншi кубiти
є кубiтами контролю, а контроль iде по значенням gi , що
спiвпадають з gi`1.
Тодi Up1q “ Tg1,g2UTg1,g2 це вийде дво-рiвнева матриця, iндекси
рiвнiв якої вже будуть g2, t. Загалом,

Upm´2q “ Tgm´2,gm´1 . . .Tg1,g2UTg1,g2 . . .Tgm´2,gm´1

буде дво-рiвнева матриця, в якої рiвнi це gm´1 та gm “ t, яка є
мультиконтрольованою однокубiтною.
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Елементарнi квантовi алгоритми. Функцiї оракули.

Нехай є функцiя f : Bn Ñ Bm, про яку ми нiчого не знаємо
(чорний ящик), але ми може робити запити до неї, тобто
пiдставляти значення x та отримувати результат f pxq.

Загальна задача полягає в знаходженнi властивостей f за
мiнiмальну кiлькiсть запитiв, якщо на f накладенi деякi умови.

Наприклад, в класичному випадку, якщо про f нiчого не
вiдомо, то потрiбно зробити 2n запитiв для її вiдтворення. А
якщо вiдомо, що f це константа, то достатньо лише одного.
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Квантовi оракули

Нагадаємо, що f вiдповiдає квантова унiтарна операцiя Uf на
n ` m кубiтах:

Uf |xy |yy “ |xy |y ‘ f pxqy .

В квантовому випадку один запит – це отримання стану Uf |ϕy
(який потiм можна вимiрювати чи проводити iншi операцiї), де
|ϕy це стан, що ми подали на вхiд.

Виявляється, що в деяких випадках, квантових запитiв
потрiбно зробити набагато менше для знаходження
властивостей f , нiж класичних.
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Задача Дойча

Припустимо, що f : B Ñ B будь-яка. Питається, чи є f
константою, тобто чи f p0q “ f p1q? Очевидно, що в класичному
випадку потрiбно зробити 2 запити.

Але в квантовому випадку достатньо лише одного запиту до Uf !
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Вiдкат фази (phase kickback)

Поглянемо, як дiє Uf на стан |xy |´y. Маємо

Uf |xy |´y “ 1?
2

pUf |xy |0y´Uf |xy |1yq “ 1?
2

p|xy |f pxqy´|xy |1 ‘ f pxqyq

“
#

1?
2
p|xy |0y ´ |xy |1yq, f pxq “ 0,

1?
2
p|xy |1y ´ |xy |0yq, f pxq “ 1

“ p´1qf pxq |xy |´y ,

тобто
Uf |xy |´y “ p´1qf pxq |xy |´y .

Такий самий трюк дiє i для n ą 1,m “ 1.
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Розв’язання задачi Дойча

Для вiдповiдi на питання пiдставимо |ϕy “ |`y |´y. Маємо

Uf |`y |´y “ 1?
2

pp´1qf p0q |0y |´y ` p´1qf p1q |1y |´yq “

“
#

˘ |`y |´y , f p0q “ f p1q,
˘ |´y |´y , f p0q ‰ f p1q.

Щоб розрiзнити цi два випадки достатньо провести
вимiрювання першого кубiту результату у базисi |`y , |´y.
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Задача Дойча-Йожи

Ця задача є узагальненням попередньої. Нехай f : Bn Ñ B i
додатково вiдомо, що f або константна, або сбалансована,
тобто f pxq “ 1 рiвно для половини всiх можливих x (для 2n´1

значень).

Як розрiзнити цi два випадки за найменшу кiлькiсть запитiв?
Не важко бачити, що в найгiршому випадку доведеться зробити
2n´1 ` 1 класичних запитiв.

Але квантового запиту до Uf достатньо лише одного!
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Квантовий паралелiзм

У якостi |ϕy беремо |uy |´y, де
|uy “ Hbn |00 . . . 0y “ |` ` ¨ ¨ ¨ `y “

“ 1

p?
2qn p|0y ` |1yq b p|0y ` |1yq b ¨ ¨ ¨ b p|0y ` |1yq “

“ 1

2n{2
´ 2nÿ

s“s0s1...sn´1, siPB
|sy

¯
“ 1

2n{2
´ ÿ

sPBn

|sy
¯
,

що є рiвномiрною суперпозицiєю усiх базисних станiв. Такий
стан часто застосовується в квантових алгоритмах, i в деякому
сенсi є реалiзацiєю квантового паралелiзму.
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Задача Дойча-Йожи

Маємо, що

Uf |uy |´y “ 1

2n{2
´ ÿ

sPBn

Uf |sy |´y
¯

“ 1

2n{2
´ ÿ

sPBn

p´1qf psq |sy
¯

|´y .

Якщо f константа, то Uf |uy |´y “ ˘ |uy |´y. Якщо
сбалансована, то Uf |uy |´y “ |u1y |´y, де |u1y це
(нормалiзована) суперпозицiя усiх базисних станiв, в якiй рiвно
половина коефiцiєнтiв дорiвнює `1, а половина ´1.

Не важко бачити, що xu|u1y “ 0 для будь-якого такого u1.
Звiдси xu|Hbn ¨ Hbn |u1y “ 0. Але ж Hbn |uy “ |00 . . . 0y. Це
означає, що у Hbn |u1y в розкладi по стандартному базису буде
вiдсутнiй елемент |00 . . . 0y (тобто коефiцiєнт при ньому буде 0).
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Задача Дойча-Йожи

А значить, стандартне вимiрювання Hbn |uy завжди видасть
результат 00 . . . 0, натомiсть при вимiрюваннi Hbn |u1y
результату 00 . . . 0 нiколи не буде. Тобто ми однозначно
можемо вiдрiзнити цi два випадки.
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Задача Бернштейна-Вазiранi

Нехай f : Bn Ñ B така, що

f pxq “ pa ¨ xq ‘ b,

де a ¨ x “ ř
i aixi mod 2. Задача полягає у знаходженнi a та b.

В класичному випадку знадобиться n ` 1 запит. Функцiю f
можна розумiти як лiнiйне вiдображення з векторного простору
F n
2 до F2, де F2 це поле з двох елементiв t0, 1u. Тож в якостi
запитiв можна взяти 0n та будь-який базис F n

2 .

В квантовiй версiї достастньо лише двох запитiв до Uf .

За перший запит з |ϕy “ |0ny |0y визначаємо бiт b, оскiльки
Uf |ϕy “ |0ny |0 ‘ f p0nqy “ |0ny |by.
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Задача Бернштейна-Вазiранi

Для визначення a достатньо запиту |ϕy “ |uy |´y “ |`ybn |´y
(так як i в попереднiй задачi). Дiйсно, маємо що

Uf |ϕy “ 1

2n{2
´ ÿ

sPBn

p´1qf psq |sy
¯

|´y “ 1

2n{2
´ ÿ

sPBn

p´1qa¨s‘b |sy
¯

|´y “

“ p´1qb 1

2n{2
´ ÿ

sPBn

p´1qa¨s |sy
¯

|´y .

З iншого боку,

Hbn |ay “ 1

2n{2 p|0y`p´1qa0 |1yqbp|0y`p´1qa1 |1yqb. . . p|0y`p´1qan´1 |1yq

“ 1

2n{2
´ ÿ

sPBn

p´1q
ř

i ai si |sy
¯
.
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Задача Бернштейна-Вазiранi

Звiдси
Uf |ϕy “ p´1qb

´
Hbn |ay

¯
|´y ,

а отже
|ay |´y “ p´1qbpHbn b I qUf |ϕy |´y ,

i значить стандартне вимiрювання дасть нам a.
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Завдання
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