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Багато-кубiтна система
Система кубiтiв моделюється комплексним гiльбертовим
простором, що є тензорним добутком просторiв для одиночних
кубiтiв. Тобто, для n кубiтiв це простiр розмiрностi 2n:

H “ C2 b C2 b ... b C2 “ pC2qbn » C2n .

Стандартний базис такої системи це усi можливi тензорнi
добутки стандартних базисiв t|0y, |1yu по кожному з кубiтiв,
тобто

|b1b2...bny :“ |b1y|b2y...|bny :“ |b1y b |b2y b ... b |bny

для всiх можливих значень бiтiв bi (всього буде 2n комбiнацiй).
Наприклад, для двох кубiтiв стандартним базисом буде

t|00y , |01y , |10y , |11yu.

Порядок базисних елементiв вiповiдає порядку чисел
pb1b2...bnq2 (тобто якщо розумiти це як двiйковий запис).
Також цей порядок узгоджений з добутком Кронекера.
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Заплутанiсть
Якщо кожен окремий кубiт перебуває у станi |viy P C2, то
загальна система перебуває у станi, що є тензорним добутком:

|vy “ |v1y b |v2y b ... b |vny.

Такий стан також називають станом-добутком.
Але ж будь-яка лiнiйна комбiнацiя векторiв (суперпозицiя)
також є вектором у pC2qbn.
Лiнiйнi комбiнацiї, взагалi кажучи, не є тензорними добутками.
Типовий приклад – це стан Белла двох кубiтiв:

1
?
2

p|00y ` |11yq ‰ |v1y|v2y “ pa0 |0y ` a1 |1yq b pb0 |0y ` b1 |1yq

“ a0b0 |00y ` a0b1 |01y ` a1b0 |10y ` a1b1 |11y .

Стан, який не є станом-добутком, називають заплутаним.
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Вимiрювання

Результатом вимiрювання у стандартному базисi стану

|vy “

2n
ÿ

b“b1b2...bn

αb|b1b2...bny,
ÿ

b

|αb|2 “ 1,

буде iндекс b “ b1b2...bn з ймовiрнiстю |αb|2 “ |xb1b2...bn|vy|2,
при цьому система перейде у новий стан |b1b2...bny.
Аналогiчно для вимiрювань в iнших базисах.

Наприклад, ймовiрностi при вимiрюваннi стану Белла
1?
2
p|00y ` |11yq будуть

p00 “
1

2
, p01 “ 0, p10 “ 0, p11 “

1

2
.
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Унiтарнi перетворення. Добутки унiтарних.
Унiтарнi перетворення на pC2qbn це матрицi U, що
задовольняють U:U “ I , тобто U´1 “ U:. Наприклад, добуток

U “ U1 b U2 b ... b Un

є унiтарним, де Ui це однокубiтнi унiтарнi матрицi.
Результатом дiї такой операцiї на стан-добуток |v1y|v2y...|vny

буде стан-добуток U1|v1y b U2|v2y b ... b Un|vny.
Звiдси випливає, що дiя такої операцiї на заплутаному станi
завжди буде заплутаний стан (оскiльки обернене перетворення
до унiтарного є унiтарним).
Оскiльки

U1 b U2 b ... b Un “

U1 b I b ... b I ¨

¨I b U2 b ... b I ¨

¨I b I b ... b Un (1)

то таку унiтарну операцiю можна розумiти як послiдовнiсть
однокубiтних перетворень (причому порядок не важливий).
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Унiтарнi перетворення. Перестановки базису.
Будь-якiй перестановцi 2n елементiв стандартного базису
вiдповiдає перестановочна матриця. Такi матрицi є унiтарними.
Для одного кубiту iснує єдина нетотожня перестановочна

матриця, це X “

ˆ

0 1
1 0

˙

. Для двох кубiтiв перестановочних

матриць буде вже 4! = 24. Особливою серед них видiляють
матрицю CNOT (або ж CX):

CNOT “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

˛

‹

‹

‚

,

яка дiє за правилом CNOT|00y “ |00y, CNOT|01y “ |01y,
CNOT|10y “ |11y, CNOT|11y “ |10y.
Також її можна записати як

CNOT “ |0yx0| b I ` |1yx1| b X .
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Унiтарнi перетворення. Перестановки базису.
Матрицю CNOT неможливо представити як тензорний добуток
двох унiтарних, тобто

CNOT ‰ U1 b U2

Подiємо матрицею CNOT на стан-добуток |`y|0y. Отримаємо

CNOT|`y|0y “
1

?
2
CNOTp|00y ` |10yq “

1
?
2

p|00y ` |11yq,

тобто стан Белла, який є заплутаним.
Також окремо видiляють SWAP матрицю

SWAP “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

,

що мiняє мiсцями значення бiтiв у двiйковому позначеннi
базису. Бiльше того, для будь-яких станiв-добуткiв вона мiняє
мiсцями стани кубiтiв, тобто SWAP|vy|uy “ |uy|vy.
Але вона також не є тензорним добутком двох унiтарних.
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Унiтарнi перетворення. Перестановки базису.

Для трьох кубiтiв серед перестановочних матриць видiляють
матрицю Тоффолi, яку позначають CCNOT або ж CCX:

CCNOT “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Вона змiнює значення третього бiту лише коли першi два
одинички, тобто
CCNOT|110y “ |111y, CCNOT|111y “ |110y.
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Унiтарнi перетворення. Перестановки кубiтiв.

Для перестановки π чисел t1, 2, . . . , nu можна визначити
SWAPπ, що дiє на просторi n кубiтiв, через

SWAPπ |b1b2 . . . bny “
ˇ

ˇbπp1qbπp1q . . . bπp1q

D

по всiх наборах значень бiтiв bi .

Для неї також виконується

SWAPπ |v1y |v2y . . . |vny “
ˇ

ˇvπp1q

D ˇ

ˇvπp2q

D

. . .
ˇ

ˇvπpnq

D

для будь-яких однокубiтних станiв |viy.

Лекцiя 3 Багато-кубiтнi системи 9 / 21



Унiтарнi перетворення. Дiагональнi матрицi.

Також в деяких задачах зручно оперувати дiагональними
унiтарними матрицями, що мають вигляд

U “

¨

˚

˚

˚

˝

u1,1 0 . . . 0
0 u2,2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . u2n,2n

˛

‹

‹

‹

‚

де |ui ,i | “ 1.
I хоча їх дiя на базиснi стани фiзично не вiдчутна, бо

U|b1b2...bny “ ub,b|b1b2...bny,

але дiя на суперпозицiю базисних векторiв вже є суттєвою,
загалом.
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Унiверсальний набiр

Будь-яку унiтарну матрицю U на n кубiтах можна реалiзувати
як добуток

U “ U1U2 . . .Uk

де кожне Ui це або однокубiтна операцiя, або CNOT .
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Основна модель i мета квантових обчислень

1 Маємо доступ до n кубiтiв у станi |inity “ |00 . . . 0y

2 Можемо подiяти унiтарним перетворенням U

3 Пiсля чого вимiряти стан |finaly “ U |inity у стандартному
базисi

Як це використати?
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Змiшанi стани та матриця (оператор) густини

Змiшаним станом на системi H називається ймовiрнiстний
розподiл на (чистих) станах на H. Наприклад, для дискретного
розподiлу це буде множина пар tp|viy, pi qu, де |viy P H це деякi
чистi стани, а pi це вiдповiднi ймовiрностi, pi ě 0,

ř

i pi “ 1.

Результат вимiрювання змiшаного стану задовiльняє правилу
повної ймовiрностi. Тобто, при вимiрюваннi у базисi t|ujyu

результатом буде мiтка uj з ймовiрнiстю

rj “
ÿ

i

pi |xvi |ujy|2,

при цьому змiшаний стан перейде у чистий стан |ujy.
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Змiшанi стани та матриця (оператор) густини

Для змiшаного стану вводять поняття матрицi густини:

ρ “
ÿ

i

pi |viyxvi |.

Виявляється, що змiшанi стани неможливо вiдрiзнити фiзично,
якщо у них однаковi матрицi густини. При цьому матриця
густини повнiстю описує змiшаний стан. Наприклад, при
вимiрюваннi ρ у базисi t|ujyu результатом буде мiтка uj з
ймовiрнiстю

rj “ Trpρ|ujyxuj |q “ xuj |ρ|ujy.

Унiтарна ж дiя U переводить ρ у матрицю густини UρU:.
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Частковий слiд

Для тензорного добутку двох гiльбертових просторiв H1 b H2

iснує поняття часткового слiду.
Частковий слiд по другiй системi це лiнiйний оператор
Tr2 : LpH1 b H2q Ñ LpH1q, який на матрицях виду A b B дiє як

Tr2pA b Bq “ ATrpBq,

а на всiх iнших матрицях – по лiнiйностi. Альтернативно, його
дiю на матрицю M P LpH1 b H2q можна записати як

Tr2pMq “
ÿ

i

I b xi | ¨ M ¨ I b |iy,

де t|iyu це базис H2.
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Частковий слiд

Частковий слiд вiд матрицi густини описує редукований стан
системи. Тобто, якщо ρ це матриця густини на H1 b H2, то
Tr2pρq це буде якась матриця густини на H1, яка повнiстю
описує стан на першiй пiдсистемi.
Зауважимо, що взагалi кажучи,

ρ ‰ Tr2pρq b Tr1pρq.
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Завдання
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