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Постулати квантової механiки.
Постулат 1. Квантовiй фiзичнiй системi можна поставити у
вiдповiдiсть комплексний гiльбертiв простiр H. Станами
системи є вектори |vy P H одничної довжини, тобто xv |vy “ 1.
При цьому вектори, якi вiдрiзняються глобальною фазою e iθ,
θ P R, тобто |uy “ e iθ|vy, вважаються еквiвалентними станами
(їх неможливо розрiзнити фiзично), |uy „ |vy.

Найпростiшим прикладом є кубiт — система розмiрностi 2,
H “ C2. Станами є вектори |vy “ a0 |0y ` a1 |1y, ai P C,
|a0|2 ` |a1|2 “ 1. Числа ai називають амплiтудами.

Кажуть, що стан |vy “ a0|0y ` a1|1y знаходиться у суперпозицiї
вiдносно стандартного базису, якщо вiн не еквiвалентний до
базисного стану, тобто a0 ‰ 0, a1 ‰ 0. При цьому вiдносна фаза
вже грає роль.
Наприклад, 1?

2
p|0y ` |1yq та 1?

2
p|0y ` e iθ|1yq це вже рiзнi стани,

якщо e iθ ‰ 1.
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Постулати квантової механiки.
Постулат 2. Вимiрювання стану системи.
Нехай t|b0y , . . . , |bd´1yu це ортонормований базис H “ Cd .
Вимiрюванню фон Неймана вiдповiдає набiр ортопроекторiв
Pi “ |biyxbi |,

P0 ` P1 ` ¨ ¨ ¨ ` Pd´1 “ I .

Результатом вимiрювання стану |vy P H буде iндекс i з
ймовiрнiстю pi “ TrpPi |vyxv |q “ |xbi |vy|2. При цьому система
переходить у новий стан Pi |vy {

?
pi „ |biy.

Для кубiту прикладом є вимiрювання |vy “ a0|0y ` a1|1y у
стандартному базисi. Результатом вимiрювання буде 0 з
ймовiрнiстю |a0|2 (при цьому система перейде у стан |0y), та 1
з ймовiрнiстю |a1|2 (при цьому система перейде у стан |1y).
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Постулати квантової механiки.
Постулат 3. Унiтарнi перетворення станiв.
Фiзично стан замкненої квантової системи проходить
детермiновану унiтарну еволюцiю в часi, що описується
рiвнянням Шредiнгера.
В квантових обчисленнях та iнформацiї вважається, що це
контрольований процес. Тож вважається, що на стан |vy P H
ми можемо подiяти будь-яким унiтарним перетворенням U щоб
перевести систему у стан U |vy, а сам по собi вiн не змiнюється
(якщо не вимiрюється).

Процес вимiрювання, що вiдповiдає базису t|b0y , . . . , |bd´1yu,
застосований до стану |vy, еквiвалентний до вимiрювання стану
U: |vy у стандартному базисi, iз застосуванням U до кiнцевого
стану, де U |iy “ |biy, @i (тобто U “

ř

i |biy xi |).
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Постулати квантової механiки.
Постулат 4. Композицiї квантових систем.
Якщо є двi квантовi системи, яким вiдповiдають гiльбертовi
простори H1 та H2, то сукупнiй системi вiдповiдає гiльбертiв
простiр H1 b H2. При цьому якщо перша система перебуває у
станi |v1y P H1, а друга у станi |v2y P H2, то сукупна система
перебуває у станi |v1y b |v2y P H1 b H2.

Але сукупна система може перебувати i в станах, якi не можна
виразити як |v1y b |v2y, а лише як їх лiнiйнi комбiнацiї
(суперпозицiї). Такi стани називають заплутаними.
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Унiтарнi перетворення кубiту.
Матрицi Паулi, задовольняють X 2 “ Y 2 “ Z 2 “ ´iXYZ “ I :

I “

ˆ

1 0
0 1

˙

, X “

ˆ

0 1
1 0

˙

, Y “

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, Z “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Матрицi повороту вiдносно x ,y та z :

Rxpθq “ cospθ{2qI ´ i sinpθ{2qX “

ˆ

cospθ{2q ´i sinpθ{2q

´i sinpθ{2q cospθ{2q

˙

,

Ry pθq “ cospθ{2qI ´ i sinpθ{2qY “

ˆ

cospθ{2q ´ sinpθ{2q

sinpθ{2q cospθ{2q

˙

,

Rzpθq “ cospθ{2qI ´ i sinpθ{2qZ “

ˆ

e´iθ{2 0

0 e iθ{2

˙

.

Матриця Адамара H та фазовi зсуви S та T :

H “
1

?
2

ˆ

1 1
1 ´1

˙

, S “

ˆ

1 0
0 i

˙

, T “

ˆ

1 0

0 e iπ{4

˙

.
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Унiтарнi перетворення кубiту.

Будь-яку унiтарну матрицю U P LpHq можна зобразити як

U “ e iα
ˆ

a b
´b̄ ā

˙

, де |a|2 ` |b|2 “ 1. Звiдси можна отримати

наступний загальний вигляд

U “ e iα
ˆ

e´iβ´iδ cospγ{2q ´e´iβ`iδ sinpγ{2q

e iβ´iδ sinpγ{2q e iβ`iδ cospγ{2q

˙

.

Тож будь-яку унiтарну матрицю можна записати як

U “ e iαRzpβqRy pγqRzpδq.
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Сфера Блоха.

Кожний чистий стан кубiту можна задати вектором

|ψy “ cospθ{2q|0y ` e iϕ sinpθ{2q|1y,

де 0 ď θ ď π, 0 ď ϕ ă 2π. Це можна зобразити як точку з
координатами

a⃗ “ pax , ay , azq “ psin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θq

на дiйснiй трьохвимiрнiй одиничнiй сферi з центром у p0, 0, 0q.
Зокрема, |0y це точка p0, 0, 1q, а |1y це точка p0, 0,´1q.
Iнтерактивна сфера Блоха –
https://javafxpert.github.io/grok-bloch/
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Сфера Блоха.
Також цей же зв’язок можна записати як

|ψyxψ| “
1

2
pI ` axX ` ayY ` azZ q.

Звiдси можна отримати, що

ax “ xψ|X |ψy, ay “ xψ|Y |ψy, az “ xψ|Z |ψy,

де використано циклiчнiсть слiду Trp|ψyxψ|X q “ xψ|X |ψy.

Дiя гейту Rzpγq на |ψy вiдповiдає повороту на сферi Блоха
навколо осi z на кут γ проти годинникової стрiлки. Аналогiчно
для гейтiв Rxpγq та Ry pγq.

Це по сутi задає iзоморфiзм мiж поворотами в R3 та
унiтарними однокубiтними гейтами:

SOp3q – SUp2q{x´I y
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Унiверсальнi набори однокубiтних гейтiв

Скiнченна множина G однокубiтних гейтiв називається
унiверсальною, якщо будь-який унiтарний гейт можна отримати
як добуток скiнченної кiлькостi елементiв з G .
Наприклад, усi повороти tRy pθq,Rzpθqu є унiверсальною
множиною.

Скiнченна множина G однокубiтних гейтiв називається
апроксимативно унiверсальною, якщо будь-який унiтарний гейт
можна як завгодно точно наблизити добутком скiнченної
кiлькостi елементiв з G .
Наприклад, пара гейтiв tH,T u є апроксимативно
унiверсальною.

Будь-яка пара поворотiв U,V вiдносно рiзних осей, i така, що
UV є iррацiональним поворотом, є апроксимативно
унiверсальною.
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Унiверсальнi набори однокубiтних гейтiв

Теорема Соловея-Китаєва про кiлькiсть гейтiв потрiбних для
апроксимацiї будь-якого однокубiтного гейту.

Нехай є скiнченна множина
G “ tU1,U2, ...,Un,U

´1
1 ,U´1

2 , ...,U´1
n u P SUp2q, унiтарних

матриць з detpUi q “ 1 (разом з оберненими). I нехай група xGy,
що ними породжена, є щiльною в SUp2q. Тодi @ε ą 0 iснує
константа c ą 0 така, що @U P SUp2q iснуює послiдовнiсть
елементiв iз G довжини Oplog cp1{εqq така, що для їх добутку S
виконується ||S ´ U|| ď ε.
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Завдання

1. |vy “ 1?
5
p2 |0y ´ i |1yq. Вимiрюємо у базисi |`y , |´y. Знайти

ймовiрностi `,´.

2. |vy “ 1?
5
p|0y ` 2i |1yq. Знайти pax , ay , azq на сферi Блоха.

3. |vy “ Ry pπ{2q |´y. Знайти pax , ay , azq на сферi Блоха.
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