
Курс:	Електронна	структура	та	властивості	низькорозмірних	систем

Лектор:	Олександр	Кордюк

Лекції 8,	9:	Спектральна	функція

• Структура	електронного	спектру:	дисперсія,	розмиття,	інтенсивність
• Симуляція спектральної функції
• Поняття квазічастинок
• Функція Гріна як геометрична прогресія
• Одночастункова спектральна функція та власна енергія
• Концепція Фермі-рідини Ландау
• Діаграми Файнмана
• Кореляція та двохчастинкова функція	– функція	Ліндгарда
• Електронна сприйнятливість та спектр спінових флуктуацій
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Структура	електронного спектру

• дисперсія	
• розмиття	
• інтенсивність

Імовірність
знайти електрон	
з	імпульсом	k
та	енергією	ω
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K = 2p/a

Дисперсія блохівських електронів /	інтерференція перескоків
- наслідок когерентної взаємодії електронів з кристалом

a



Spectral	function	simulation

𝐴 𝑘,𝜔 =

= &
exp	(−𝐷𝑖)

ω − 𝜀2(𝑘) 3 + 𝛿3

6789

2:8(6789)

𝜀2 𝑘 = −cos	[2𝜋 𝑥 + 𝐺𝑖 ]

𝛿 = 0.03



Spectral	function	simulation

𝐴 𝑘,𝜔 =

= &
exp	(−𝐷𝑖)

ω − 𝜀2(𝑘) 3 + 𝛿3

6789

2:8(6789)

𝜀2 𝑘 = −cos	[2𝜋 𝑥 + 𝐺𝑖 ]

𝛿 = 0.3



Spectral	function	simulation

𝐴 𝑘,𝜔 =

= &
exp	(−𝐷𝑖)

ω − 𝜀2(𝑘) 3 + 𝛿3

6789

2:8(6789)

𝜀2 𝑘 = −cos	[2𝜋 𝑥 + 𝐺𝑖 ]

𝛿 = 0.1



Spectral	function	simulation

𝐴 𝑘,𝜔 𝑓(𝜔) =

= &
exp	(−𝐷𝑖)

ω − 𝜀2(𝑘) 3 + 𝛿3
×

6789

2:8(6789)

×
1

1 + exp	(ω/𝛿)

𝜀2 𝑘 = −cos	[2𝜋 𝑥 + 𝐺𝑖 ]

𝛿 = 0.1



Spectral	function	simulation

𝐴 𝑘,𝜔 𝑓(𝜔) =

= &
exp	(−𝐷𝑖)

ω − 𝜀2(𝑘) 3 + 𝛿3
×

6789

2:8(6789)

×
1

1 + exp	(ω/𝛿)

𝜀2 𝑘 = −cos	[2𝜋 𝑥 + 𝐺𝑖 ]

𝛿 = 0.1



Spectral	function	simulation

𝑀 𝐤, 𝑛, ℎ𝜈 	𝐴 𝐤,𝜔 𝑓 𝜔 = 𝑀 𝐤, 𝑛, ℎ𝜈
𝛿(ω)

ω − 𝜀2(𝐤) 3 + 𝛿(ω)3
	

1
1 + exp	(ω/𝑘𝑇)



𝑧 =
𝛿

𝑥 − 𝑦 3 + 𝛿3

Lorentzian



𝑧 =
𝛿

𝑥 − 𝑦 3 + 𝛿3

Lorentzian	– Spectral	function



Одно-частинкова	спектральна	функція	=	Im	G

𝐺S(𝜔, 𝐤) =
1

𝜔 − 𝜀(𝐤) + 𝑖𝛿 𝐺(𝜔, 𝐤) =
1

𝜔 − 𝜀 𝐤 − Σ(𝜔)

𝐴 𝜔, 𝐤 = −
1
𝜋
Im	𝐺 𝜔, 𝐤

𝐴 𝜔, 𝐤 = −
1
𝜋

Σ′′(𝜔)
(𝜔 − 𝜀 𝐤 − Σ′(𝜔))3+Σ′′(𝜔)3



Quasiparticles	/	Квазічастинки

i. Концепція	квазічастинок	- час	життя	
та	ефективна	маса

ii. Фермі-рідина
iii. Функція	Гріна,	власна	енергія	
iv. KK





Квазічастинки

EF

k
𝜔



Спектральна	функція	=	Im	(функція	Гріна)

















𝑆 = 𝑎 + 𝑎𝑞 + 𝑎𝑞3 +𝑎𝑞[ +⋯ = 𝑎/(1 − 𝑞)



Рівняння Дайсона



Одно-частинкова	спектральна	функція	=	Im	G

𝐺S(𝜔, 𝐤) =
1

𝜔 − 𝜀(𝐤) + 𝑖𝛿 𝐺(𝜔, 𝐤) =
1

𝜔 − 𝜀 𝐤 − Σ(𝜔)

𝐴 𝜔, 𝐤 = −
1
𝜋
Im	𝐺 𝜔, 𝐤

𝐴 𝜔, 𝐤 = −
1
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Σ′′(𝜔)
(𝜔 − 𝜀 𝐤 − Σ′(𝜔))3+Σ′′(𝜔)3



ε(kx,ky) A(ω,kx,ky)

Електронний спектр квазі-2D кристалів
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A(ω,k)

Спектральна
функція

Σ(ω,k)	– власна	енергія

Kordyuk PRB 2005

Структура електронного спектру

ε(k) – "гола"	електронна
зонна	структура

Σ]] = ℏ/𝜏



Спектральна функція

KK



Kramers-Kronig (KK)	transformation

Kordyuk PRB 2005



Kramers-Kronig transform
S'(w) = KK S''(w)

Kordyuk PRB 2005



Scattering	rate:	T- and	x- dependence

Kordyuk PRL 2004



Scattering	rate:	
Two	channels

There	are	two	channels:
1st electron-electron	scattering	and
2nd electron-boson	scattering
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Одно-частинкова	спектральна	функція	=	Im	G

𝐺S(𝜔, 𝐤) =
1

𝜔 − 𝜀(𝐤) + 𝑖𝛿 𝐺(𝜔, 𝐤) =
1

𝜔 − 𝜀 𝐤 − Σ(𝜔)

𝐴 𝜔, 𝐤 = −
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Im	𝐺 𝜔, 𝐤

𝐴 𝜔, 𝐤 = −
1
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Σ′′(𝜔)
(𝜔 − 𝜀 𝐤 − Σ′(𝜔))3+Σ′′(𝜔)3



Landau, L. D. The theory of a Fermi liquid. J. Exp. Theor. Phys. 30, 1058–1064 (1956).

Landau	Fermi	liquid

Σ]] 𝜔
𝜔

→ 0

https://arxiv.org/pdf/cond-mat/0103393.pdf
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Feynman’s	diagrams



Dirac	Delta	Function	and	Green’s	Function

https://homes.psd.uchicago.edu/~sethi/Teaching/P221-F2008/DiracandGreenNotes%2808%29.pdf



Quantum	Green’s	functions

https://arxiv.org/pdf/1604.02499.pdf

This	is	why	the	Green’s	function	is	
known	as	the	propagator

Green’s	function	is	the	probability	amplitude	of	finding	the	
particle	in	a	state	⟨r,	t|	given	that	it	started	at	|r’,	t’⟩



Electron	Green’s	function:	Spectral	representation

https://arxiv.org/pdf/1604.02499.pdf

retarded Green’s	function	is	
non-zero	only	for	t >	t’





Electron	Green’s	function:	Feynman’s	diagrams

𝐺 = 𝐺S + 𝐺SΣ𝐺S +	𝐺S Σ𝐺S 3	+	𝐺S Σ𝐺S [ +	…

= + + + +  …



Electron	Green’s	function:	Dyson	equation

𝐺 = 𝐺S + 𝐺SΣ𝐺S +	𝐺S Σ𝐺S 3	+	𝐺S Σ𝐺S [ +	… =

= 𝐺S	+ 𝐺SΣ 𝐺S	+ 𝐺SΣ𝐺S	+	𝐺S Σ𝐺S 3 +	… =	𝐺S	+ 𝐺SΣG

𝐺 = 	
𝐺S

1 − 𝐺SΣ
	= 	

1
𝐺S89 − Σ

	= 	
1

𝜔 − 𝜀 − Σ

𝐺89 = 𝐺S89 − Σ
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1	particle	& 2	particle	spectral	functions

Σ ~ (G«χ)k,ω



Σ ~ G«χ

χ ~ G«G

Σ ~ G«F

𝛼3F



Двохчастинкова функція	– функція Ліндгарда
c(W,Q)

χ ~ G«G

k,ω - spaceQ,Ω	- space
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https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html

З попередньої лекції…
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https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html

З попередньої лекції…
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Tranquada Nature 2004

Spin susceptibility structure

DOS Dispersion



Spin susceptibility structure

Hayden Nature 2004

c(w,Q)



Hinkov Nature 2004

Spin susceptibility structure

w

Qx Qy

Qx



Looking for "fingerprints" 

(Δ,Σ) = EE(Δ,Σ,ε,χ)

Σ ~ (G«χ)k,ω

SC
N

if 2nd order perturbation theory works

χit ~ (G«G)k,ω
"itinerant" 
magnetism



G«χ ~ Σ�

« =

k, ω Q, Ω k, ω

ò WWW+w+wS ddχG QQQkk ),(),(~),(



G0«χexp ~ Σi�

« =

k, ω Q, Ω k, ω

LDA or
ARPES

ARPES

INS

Gi
-1 = G0

-1 + Σi

we + Hinkov & Keimer + Dahm & Scalapino 2006



ARPES

χ ~ G«G

INS

we + Eremin 2006RPA

itinerant



χ ~ G«G

Inosov PRB 2007



Inosov PRB 2007



Inosov PRB 2007


