
�� ���������� ��������������� ����������
������� �������� ���������

��������� ���������

�� ������� ����



��� �� ������ ���� ���� A �� � ����� �������� ��������� ����
�(A) ������� ��� �������� �������� �� ���������� ������� ���
������� ��� ������� ��������� �� ������� �� A� ����� ���
��������� ��� �������� ����������� ������� �� ��������� ��
���������� ��� �∗ ∈ Ob(�(A))� �� ������ �� �� ��� ����
���������� �� ��� ���� ����� ��� ���� ������������� ��(A)�
�+(A)� �−(A) �� ��� �������� �(A) ����� ������� ���

Ob(��(A)) =
�
�∗ ∈ �(A) | �� = � ��� ��� |�| � �

�

Ob(�+(A)) =
�
�∗ ∈ �(A) | �� = � ��� ��� � � �

�

Ob(�−(A)) =
�
�∗ ∈ �(A) | �� = � ��� ��� � � �

�



��� �� ������ ���� ���� A �� � ����� �������� ��������� ����
�(A) ������� ��� �������� �������� �� ���������� ������� ���
������� ��� ������� ��������� �� ������� �� A� ����� ���
��������� ��� �������� ����������� ������� �� ��������� ��
���������� ��� �∗ ∈ Ob(�(A))� �� ������ �� �� ��� ����
���������� �� ��� ���� ����� ��� ���� ������������� ��(A)�
�+(A)� �−(A) �� ��� �������� �(A) ����� ������� ���

Ob(��(A)) =
�
�∗ ∈ �(A) | �� = � ��� ��� |�| � �

�

Ob(�+(A)) =
�
�∗ ∈ �(A) | �� = � ��� ��� � � �

�

Ob(�−(A)) =
�
�∗ ∈ �(A) | �� = � ��� ��� � � �

�

��� ? = �, +, −, ∅� �� ������ ��� ��� ���� �����������
�?(A) ⊆ �?(A) ���������� �� ������� ���� ���� ������������� ��
���� �� ������� �� ��� ����� ���� �� ���� ����� ��� ����� ��� ��
������ �∗ ∈ �?(A)� �� ���� ��� ��� ���������

�

�∈Z
��[−�]

�� ������ ���� ��� ������ �� ∈ A �� ������ �� ������ ��



���� A �� �� ������� ��������� ��� ���� ������������
����������� �?

���(A) ⊆ �?(A) �������� �� ������� ���������� ����
������� �� �(A) ���� ������� �����������



���� A �� �� ������� ��������� ��� ���� ������������
����������� �?

���(A) ⊆ �?(A) �������� �� ������� ���������� ����
������� �� �(A) ���� ������� �����������
��� ������������ �������� �?(A) �� ���� ��� ������� �������� ��
�?(A) �� �?

���(A)� ��� �� ����� ���� � �������� �������

� : �?(A) −→ �?(A).



���� A �� �� ������� ��������� ��� ���� ������������
����������� �?

���(A) ⊆ �?(A) �������� �� ������� ���������� ����
������� �� �(A) ���� ������� �����������
��� ������������ �������� �?(A) �� ���� ��� ������� �������� ��
�?(A) �� �?

���(A)� ��� �� ����� ���� � �������� �������

� : �?(A) −→ �?(A).

�� ��� ���� �������� ��� ���� ����������� �?(A) ⊆ �?(A) ��

�?(A) := �(�?(A)).



���������� ��������������� ���������

���������
��� T �� � ������������ �������� ��� ��� S ⊂ Ob(T )� �� �����

�� �S�� �� ��� ���������� �� ��� ������ �������� �� �����
���������� �� ������ �� ������� �� S�



���������� ��������������� ���������

���������
��� T �� � ������������ �������� ��� ��� S ⊂ Ob(T )� �� �����

�� �S�� �� ��� ���������� �� ��� ������ �������� �� �����
���������� �� ������ �� ������� �� S�

�� �S��+� �������� �� ��� ������ �������� �� ������� � ∈ T �
��� ����� ����� ������ � ������������� ��������
�� → � → �� ���� �� ∈ �S�� ��� �� ∈ �S���



���������� ��������������� ���������

���������
��� T �� � ������������ �������� ��� ��� S ⊂ Ob(T )� �� �����

�� �S�� �� ��� ���������� �� ��� ������ �������� �� �����
���������� �� ������ �� ������� �� S�

�� �S��+� �������� �� ��� ������ �������� �� ������� � ∈ T �
��� ����� ����� ������ � ������������� ��������
�� → � → �� ���� �� ∈ �S�� ��� �� ∈ �S���

�� ��� �S�∞ ��� ��� ���� ����������� ���������� �� ��� ������� �
�� T ��������� �� �S��� ��� ���� ��



�����������

������ �?(A) ⊂ �?(A)� ��� ? = �, +, −, ∅� �� ���� �����
�?(A)

�
�

= �?(A)�



�����������

������ �?(A) ⊂ �?(A)� ��� ? = �, +, −, ∅� �� ���� �����
�?(A)

�
�

= �?(A)�
���������� ��� �∗ ∈ Ob(�?(A))� ����� �� ����� �� � �������

· · · �� �−� �� �−� �� �� �� �� �� �� �� · · ·
��� �� �� ��� ������ �� ��� ����������� �� → ��+�� ���� ���

��� ��−� → �� ������� �������� �� ��−� α�

−→ �� �→ ���



�����������

������ �?(A) ⊂ �?(A)� ��� ? = �, +, −, ∅� �� ���� �����
�?(A)

�
�

= �?(A)�
���������� ��� �∗ ∈ Ob(�?(A))� ����� �� ����� �� � �������

· · · �� �−� �� �−� �� �� �� �� �� �� �� · · ·
��� �� �� ��� ������ �� ��� ����������� �� → ��+�� ���� ���

��� ��−� → �� ������� �������� �� ��−� α�

−→ �� �→ ���
���� ������ ��� ��������

�

�∈Z
��−�[−�]

�
�∈Z α�

��
�

�∈Z
��[−�]

�� �?(A)� ������ �� �∗ ��� ������� ����� �� �� ����� ����

�∗ ∈
�
�?(A)

�
�
��� �� �� ��� ������ ��� ���� � ∈ Z �� ���

���������

· · · �� � �� ��−� α�

�� �� �� � �� · · ·



��� �������� ��� ������� ���

�

�∈Z
��[−�] ϕ+ψ �� �∗

����� ����������� ��� �� ��[−�]� ��� �������������� ϕ� �� �����

· · · �� � ��

��

�

��

�� �� �� � ��

��

�

��

�� · · ·

· · · �� � �� ��−� �� �� �� � �� � �� · · ·



��� �������� ��� ������� ���

�

�∈Z
��[−�] ϕ+ψ �� �∗

����� ����������� ��� �� ��[−�]� ��� �������������� ϕ� �� �����

· · · �� � ��

��

�

��

�� �� �� � ��

��

�

��

�� · · ·

· · · �� � �� ��−� �� �� �� � �� � �� · · ·

��� ψ� �� �����

· · · �� � ��

��

� ��

��

��
� �

��

�� �

��

�� �

��

�� · · ·

· · · �� � �� � �� �� �� ��+� �� � �� · · ·



���������� �������� ��������� � � �����

�� ��� �� ������ ������� ���� ��� ������� ���� �� ��� ��������
ϕ + ψ �� ���������� �� ��� ������ ��� �� ��� ������� �∗ ��� ��
��������� �� ��� ����

· · · �� � �� �� �� �� �� � �� ·



���������� �������� ��������� � � �����

�� ��� �� ������ ������� ���� ��� ������� ���� �� ��� ��������
ϕ + ψ �� ���������� �� ��� ������ ��� �� ��� ������� �∗ ��� ��
��������� �� ��� ����

· · · �� � �� �� �� �� �� � �� ·

�� ����� ������ ���� (ϕ + ψ) ∼= �∗ �� �?(A)� ���������� �� �∗

������� ��
�
�?(A)

�
�
��� ϕ + ψ �� � �������� ���� �� ������ ��

�?(A) �� �∗� �� ���� ���� �∗ ∈
�
�?(A)

�
�
�



���������� �������� ��������� � � �����

�� ��� �� ������ ������� ���� ��� ������� ���� �� ��� ��������
ϕ + ψ �� ���������� �� ��� ������ ��� �� ��� ������� �∗ ��� ��
��������� �� ��� ����

· · · �� � �� �� �� �� �� � �� ·

�� ����� ������ ���� (ϕ + ψ) ∼= �∗ �� �?(A)� ���������� �� �∗

������� ��
�
�?(A)

�
�
��� ϕ + ψ �� � �������� ���� �� ������ ��

�?(A) �� �∗� �� ���� ���� �∗ ∈
�
�?(A)

�
�
�

���������

������ �?(A) ⊂ �?(A)� ��� ? = �, +, −, ∅� �� ���� �����
�?(A)

�
�

= �?(A)�



���� (ϕ + ψ)� = (��+� ⊕ �� ⊕ ��, �) ��� ��� �����������

� =



� ι�+� �
� � α�+�

� � �


 . �� ����

�
��−� α�

→ �� ⊂ ι�→ ��
�

= �,
�
�� ⊂ ι�→ �� α�+�

→ ��+�
�

= �.



���� (ϕ + ψ)� = (��+� ⊕ �� ⊕ ��, �) ��� ��� �����������

� =



� ι�+� �
� � α�+�

� � �


 . �� ����

�
��−� α�

→ �� ⊂ ι�→ ��
�

= �,
�
�� ⊂ ι�→ �� α�+�

→ ��+�
�

= �.

����� �� � ����� ���

→ ��+� ⊕ �� ⊕ ��

�
� ι�+� �
� � α�+�

� � �

�

→ ��+� ⊕ ��+� ⊕ ��+� →

→ ��+� ⊕ �� ⊕ ��

�
� � �

α�+� � �
� −ι� �

�

↓
�
� � �
� −� �
� � �

�

→ ��+� ⊕ ��+� ⊕ ��+� →

�
� � �

α�+� � �
� −ι�+� �

�

↓



���� (ϕ + ψ)� = (��+� ⊕ �� ⊕ ��, �) ��� ��� �����������

� =



� ι�+� �
� � α�+�

� � �


 . �� ����

�
��−� α�

→ �� ⊂ ι�→ ��
�

= �,
�
�� ⊂ ι�→ �� α�+�

→ ��+�
�

= �.

����� �� � ����� ���

→ ��+� ⊕ �� ⊕ ��

�
� ι�+� �
� � α�+�

� � �

�

→ ��+� ⊕ ��+� ⊕ ��+� →

→ ��+� ⊕ �� ⊕ ��

�
� � �

α�+� � �
� −ι� �

�

↓
�
� � �
� −� �
� � �

�

→ ��+� ⊕ ��+� ⊕ ��+� →

�
� � �

α�+� � �
� −ι�+� �

�

↓

�� �� ���������� ⇒ ���� (ϕ + ψ) ∼= ((��), −�) ∈ �?(A)�



�������� ��������� �� dgCat



�������� ��������� �� dgCat

dgCat ��� � ����� ��������� ����� ���� ������������ ���
������������������ ��� ���� ���� ����� ������ �� ������� ��
������ �� Hqe ��� ������������� �������� ��������� ������
��� ������������ �� dgCat ���� ������� �� �������������������
����� �� ����� ������������������ �� ������������� ��� �����
�������� � : C� → C� �� Hqe ����� �� � k������� �������
��(�) : ��(C�) → ��(C�)� ����� �� ����������� �� ��
�������������



�������� ��������� �� dgCat

dgCat ��� � ����� ��������� ����� ���� ������������ ���
������������������ ��� ���� ���� ����� ������ �� ������� ��
������ �� Hqe ��� ������������� �������� ��������� ������
��� ������������ �� dgCat ���� ������� �� �������������������
����� �� ����� ������������������ �� ������������� ��� �����
�������� � : C� → C� �� Hqe ����� �� � k������� �������
��(�) : ��(C�) → ��(C�)� ����� �� ����������� �� ��
�������������
�� �������� ������� ��� �� ���������� C� ��� C� ���� �� �
������� ��� ��� ������� �� � �� �������� ���(C�, C�)� ��� �����
�� �������� C �� ��� �����(C) := ���(Cop,�dg(���(k))) ���
���� ��� ������� ������� �� C���������



����� � ������������



����� � ������������

�
�−→ �

�−→ �, �� = � = ��, �� = � = ��, deg � = −�, deg � = �,

�
��
−→ �

��
−→ �, � ��� = � = ��� �, �� � = � = ���, deg � � = −�, deg �� = �,

� =
�
�

�−→ �
��
−→ �

�
, � =

�
�

��
−→ �

�−→ �
�
, �, � ∈ ��A, � = �−� ⇒ � ∼= �



����� � ������������



����� � ������������

�� = � ◦ � ◦ σ−�, �� = −� ◦ σ−� ◦ �,

�����

σ : � → �[�], deg σ = −�, σ−� : �[�] → �, deg σ−� = �.





�� ���� � ����� ��������� � : Bop → dg�
� �→ (B(�,�[�]) ⊕ B(�,�), ��)� ����� �� ����� ���� ���
������������� � = � ◦ (� ◦ �) + � ◦ (� ◦ �) : � → �� �������

��� = � ◦ � ◦ σ−� ◦ (� ◦ �) + � ◦ �(� ◦ �) + � ◦ �(� ◦ �),
��(� ◦ � ⊕ � ◦ �) = �(� ◦ �) ⊕ [� ◦ σ−� ◦ (� ◦ �) + �(� ◦ �)],

�� =
�

� �
� ◦ σ−�◦? �

�
� ���� ������.



�� ���� � ����� ��������� � : Bop → dg�
� �→ (B(�,�[�]) ⊕ B(�,�), ��)� ����� �� ����� ���� ���
������������� � = � ◦ (� ◦ �) + � ◦ (� ◦ �) : � → �� �������

��� = � ◦ � ◦ σ−� ◦ (� ◦ �) + � ◦ �(� ◦ �) + � ◦ �(� ◦ �),
��(� ◦ � ⊕ � ◦ �) = �(� ◦ �) ⊕ [� ◦ σ−� ◦ (� ◦ �) + �(� ◦ �)],

�� =
�

� �
� ◦ σ−�◦? �

�
� ���� ������.

� ∼= B(�,�) �� ������������� ��� �� �� ∃ Cone � ∈ B �= ���



������������ ������



������������ ������

���������

C(�,�) → �����(C)(C(�,�), C(�,�))� � �→ � · ��



������������ ������

���������

C(�,�) → �����(C)(C(�,�), C(�,�))� � �→ � · ��



��������� Pre-Tr(A) � �����(A)

n

n



��������� Pre-Tr(A) � �����(A)

����������

��������� �� Pre-Tr(A) ��� ����� �� ����������� ������ ����
������� �� A(��,�

�
�)[��

� − ��]� ��������� �� �����(A) ��� �����
�� ����������� ������ �� ��� ���� ���� ���� ������� ��
�����(A)(A(�,��)[��], A(�,��

�)[��
�])� ������������ ������

n

n



���������� � ������������ � ��������



����������� Apre-tr �������� �������



����������� Apre-tr �������� �������

�
�� �

� ◦ σ−� −�

�



�������� ������������������� ������������



�������� ������������������� ������������



�����(C) � ������ ������������������� ������������

��� φ : � → � ∈ �������(C)� �� �� ����� �� ��� ������
φ(�) : �(�) → �(�) ∈ dg ���� ���� ��� ��� � ∈ C(�,�)•

�(�) �(�)→ �(�)

=

�(�)

φ(�)↓
�(�)→ �(�)

φ(�)↓
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∀� ∈ N ��� ��� ��� ������������� �������� � → � → � → �� A
����� �� �� ����� ��������

A(�,�[−�]) → A(�,�) → A(�,�) → A(�,�) → A(�,�[�]).
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∀� ∈ �����(C) ∃� ∈ ������(C) ∃� �−→ � → Cone �� ∈ �����(C)
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�∈���

�� T ������ � �� � ����� ���� ������� �������
�

�∈���� ��� ����
� ⊆ � ���� |�| < α� � �������� α �� ������ ������� �� �� �� ��� ���
��� �� ����� ���� α ���������� ��� �� ���� ������� ���� α�



����� ��������� �������������� ���������

��� T �� � ������������ �������� ���� ����� ����������� ��� �
�������� α� �� ������ � �� T �� α������ �� ����� ��� � → �

�∈���

�� T ������ � �� � ����� ���� ������� �������
�

�∈���� ��� ����
� ⊆ � ���� |�| < α� � �������� α �� ������ ������� �� �� �� ��� ���
��� �� ����� ���� α ���������� ��� �� ���� ������� ���� α�

���������
��� �������� T �� ���� ��������� �� ����� ������ � ����� ��� S ��
������� �� T ���������� ��� ��������� �����������
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