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����������� �� � � �� �������� ��������� C � ������ �
�������� � � : dg� � C : � � ����������� ����������� �� �
�������� ���������� ���������� ��� ���������� � ∈ �
���������� ������ K� � dg�� K�(�) = Cone(idk)� K�(�) = � ���
� �= �� ����������� �� ��������� ������������
�(in�) : �� → �(�(K�[�]) � �) � ��������������� ��� ����
�������� � � C � ���� � ∈ �� � ∈ Z� ��������� C �������
������� ������������ ����������� ���������� �� �����������
� ��������� � � C ����� �� �� � ��������������� �����������
������������ ���� ��������� C � �������� ����������
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� � ����������� ����
C = mod- � � ����� ���������� ���� �� k�������� ��
C �� �������� ����� �������� ⇒ ��� ����� �

�
�∈� = ⊕�∈��

C �� �������� ��� �����������



������������ ������� ������

� � ����������� ����
C = mod- � � ����� ���������� ���� �� k�������� ��
C �� �������� ����� �������� ⇒ ��� ����� �

�
�∈� = ⊕�∈��

C �� �������� ��� �����������
�������� �������� � : dg � C : � ����
���� �������� � : � �→ � ⊗k �
���������� ������� (�• ∈ dgZ,k → � → dgZ(�, �)) ← � : ��
� �������� ���������� ����������
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� � ����������� ����
C = mod- � � ����� ���������� ���� �� k�������� ��
C �� �������� ����� �������� ⇒ ��� ����� �

�
�∈� = ⊕�∈��

C �� �������� ��� �����������
�������� �������� � : dg � C : � ����
���� �������� � : � �→ � ⊗k �
���������� ������� (�• ∈ dgZ,k → � → dgZ(�, �)) ← � : ��
� �������� ���������� ����������
� : dg� � C : � � ����������� C(��, �) ∼= dg(�, ��) �������
�(k[�]) = �[�]� �� ����
�(in�) = in� : �� → �(�(K�[�]) � �) = ��(K[�]) ⊕ ���
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C �� �������� ��� �����������
�������� �������� � : dg � C : � ����
���� �������� � : � �→ � ⊗k �
���������� ������� (�• ∈ dgZ,k → � → dgZ(�, �)) ← � : ��
� �������� ���������� ����������
� : dg� � C : � � ����������� C(��, �) ∼= dg(�, ��) �������
�(k[�]) = �[�]� �� ����
�(in�) = in� : �� → �(�(K�[�]) � �) = ��(K[�]) ⊕ ���

��� ������� �(�(K[�]) = � → �
−�

�−→ �
−�+�

→ � �� ������������

⇒ �(in�) �� � ������������������
���������� �� ��� ������� ��� ���������



����� � ∈ Ob dg� � ∈ Ob C� α : � → �# ∈ dg� ���������
����� � = Cone α = (�[�] ⊕ ��, �Cone) ∈ Ob dg ������
��������� ����� ı̄ = in� : �� → � �������� ����������
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����� � = Cone α = (�[�] ⊕ ��, �Cone) ∈ Ob dg ������
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����� � = Cone α = (�[�] ⊕ ��, �Cone) ∈ Ob dg ������
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ı̄⊗�↓
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����� ���, α� = ((�[�] ⊗k �) ⊕ ��, �)� ��

� =
�

��[�]⊗k� �[�] ⊗k �
σ−�⊗�→ � ⊗k �

α⊗�→ � ⊗k �
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����� � → � → ���, α� → �[�] ⊗k � → � ����� � dg mod- � �
����������������� � ������������ � gr mod- ��
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����� � → � → ���, α� → �[�] ⊗k � → � ����� � dg mod- � �
����������������� � ������������ � gr mod- ��
��� �������� � � �� = �� ���� ��[�]⊗k� = ��[�] ⊗ ���
⇒ C ��� ����� ��������� �� ����� ��������� ������� ���
���������
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� �� k�������� � �� ���������� ���� � ����������� A ���� �����
Ob A�

� =
�

�,�∈Ob A
A(�, �) (���� A(�, �) · A(�, �) = � �� � �= �).
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� �� k�������� � �� ���������� ���� � ����������� A ���� �����
Ob A�

� =
�

�,�∈Ob A
A(�, �) (���� A(�, �) · A(�, �) = � �� � �= �).

���� ������� ��� � ������ �� �������� ���������� �����������
(�� = id�)�∈Ob A ���� ����

�
�∈Ob A �� = � ��� ��� = ��

⇒ ��� �������� � ������ ���� �� k������������� �� = ��� ����
��� ������ �� ⊗k A(�, �) → ���
��� ������ �� ���������� �� � ����� ��� A(�, �) → dg�(��, ��)�
�������� ���� ��� �������� � �→ ��� ����� ����� � ����������
�∗ : A → dgk�
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� �� k�������� � �� ���������� ���� � ����������� A ���� �����
Ob A�
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A(�, �) (���� A(�, �) · A(�, �) = � �� � �= �).
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(�� = id�)�∈Ob A ���� ����
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�∈Ob A �� = � ��� ��� = ��

⇒ ��� �������� � ������ ���� �� k������������� �� = ��� ����
��� ������ �� ⊗k A(�, �) → ���
��� ������ �� ���������� �� � ����� ��� A(�, �) → dg�(��, ��)�
�������� ���� ��� �������� � �→ ��� ����� ����� � ����������
�∗ : A → dgk�
��� �������������� � �→ �∗ ������� �� �� �����������
mod- � = dg mod- � → dgCat(A, dg) = �����(A)�
��� ��������� ���� ��� �������� � = �� = ���� ����
�∗(�) = ����� = A(�, �)� ⇒ (���)∗ = �̃�� ����� �̃�(�) = A(�, �)�
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�������� ����������� ��� . . . → ��−� → �� → ��+� → . . . ��
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. . . → k -mod(��, ��−�) → k -mod(��, ��) → k -mod(��, ��+�) → . . .
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���������� ������� �� {��} �� � ��������� �� �� ���� �����
�������� ������� �|��−�

��� � ��� �� �������� �� � ��������
������� �|��

��� �� ��� ����� ��������

� → ��−� → ��
ψ−→ � → � �� dg mod- � ������

� = ⊕�∈��[��] = {�� | � ∈ �}�� deg �� = −��� �� ���������� ����
��� ����� �� � ��� � : � → �� ∈ gr mod- � ��������� ���� ���
������ �� �� ��� ��� ���� ��� ������������ �� ��� �����
� : �� → � ∈ dg mod- � ���� ������� � ��� ��������
�� : ��−� → � ∈ gr mod- � ���� ���� �|��−�

= � · �� + �� · ��



����������� ������ ��� �������������
�� ���� ��� ������ −� ��� � : �� → � ∈ gr mod- � ���� ����
�|��−�

= �� ��� � = � · � + � · �� �� ������ �� ������� � �� ����
������ ���� ����ψ = ���ψ� = ��� = � ������� ���� ∈ ��−��
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�� ���� ��� ������ −� ��� � : �� → � ∈ gr mod- � ���� ����
�|��−�

= �� ��� � = � · � + � · �� �� ������ �� ������� � �� ����
������ ���� ����ψ = ���ψ� = ��� = � ������� ���� ∈ ��−��
��� ��� ��� ���� ∈ � ����� ������ ���(� − � · ��) = (����)� �����

���(�−�·��)� = ����(�−��·�) = ����(�|��−�
−��·�) = ������� = �.

��� �������� � : � → � ∈ gr mod- � �� ����������� ��
����������
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= �� ��� � = � · � + � · �� �� ������ �� ������� � �� ����
������ ���� ����ψ = ���ψ� = ��� = � ������� ���� ∈ ��−��
��� ��� ��� ���� ∈ � ����� ������ ���(� − � · ��) = (����)� �����

���(�−�·��)� = ����(�−��·�) = ����(�|��−�
−��·�) = ������� = �.
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