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��������� dg � �������� ⇒ �������� ���������� � �����
∀X ,Y ∈ dg dg(X ,Y ) = dgl(X ,Y ) ∈ dg�
� ������� ��� evl ⇒ ����� �������� ◦ ∈ dg� ����������� �
����������
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� �� ������� ������� �� ���������� F : A → B �
��������������� � A∞����������������� ����

� ∀X ,Y ∈ ObA ��������� ������������
FX ,Y : A (X ,Y ) → B(XF ,YF ) ����������� ���������
������ [FX ,Y ] ∈ H0dg(A (X ,Y ),B(XF ,YF )) � �����������

� ���F � �� ����������� ���������� �� �������� ������ ∀U ∈ ObB
∃V ∈ ObA ∃ ���������� r ∈ H0B(U,VF )�



���

��� ��������� ������ �� ���� �� ��� ����� �� � ���������� �������
����������� ���� � ������� ���� �� ���� ��������� ���
������������� �� C � ����� H : C op ×C → E � ��� ���

�
C H �� ��

������ �� E �������� ���� ������
�
C H → H(c ,c) ��� ���� c ∈ C

���� ��� ������������ ��������� ���� ��� �������� ���� ���
�������

�

C
H → H(c �,c �)

H(c,c)
↓

H(c,f )→ H(c ,c �)

H(f ,c �)↓

�������� ��� ���� f : c → c � �� C �



���

��� ��������� ������ �� ���� �� ��� ����� �� � ���������� �������
����������� ���� � ������� ���� �� ���� ��������� ���
������������� �� C � ����� H : C op ×C → E � ��� ���

�
C H �� ��

������ �� E �������� ���� ������
�
C H → H(c ,c) ��� ���� c ∈ C

���� ��� ������������ ��������� ���� ��� �������� ���� ���
�������

�

C
H → H(c �,c �)

H(c,c)
↓

H(c,f )→ H(c ,c �)

H(f ,c �)↓

�������� ��� ���� f : c → c � �� C �
�������������

�
C H �� ��� ��������� �� ��� �������

�

C
H → ∏

c∈ObC

H(c ,c) →→ ∏
f ∈MorC

H(domf ,codf ).
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������������

φ(A) φ(f )→ φ(B) t = {t(A) | A ∈ ObA }

(−1)tf t(A) ∈ B(φ(A),ψ(A))k

ψ(A)

t(A)↓
ψ(f )→ ψ(B)

t(B)↓
∀f ∈ A (A,B)s







������ ������� � ������� � ��

∏
d

M (Fd ,Gd) prd→ M (Fd ,Gd) → V l(D(d ,d �),M (Fd ,Gd �)),

�� �������� ������� ��������� � ���������

M (Fd ,Gd)⊗D(d ,d �) 1⊗G→ M (Fd ,Gd)⊗M (Gd ,Gd �) ·−→M (Fd ,Gd �).



����� ������� � ������� � ��

∏
d

M (Fd ,Gd) prd �→ M (Fd �,Gd �) → V l(D(d ,d �),M (Fd ,Gd �)),

�� �������� ������� ��������� � ����������

M (Fd �,Gd �)⊗D(d ,d �) → M (Fd ,Gd �)

D(d ,d �)⊗M (Fd �,Gd �)

c↓
F⊗1→

→

M (Fd ,Fd �)⊗M (Fd �,Gd �)

·
↑

���� �� ������������ ������� ����������� �

M (Fd �,Gd �) → V r (D(d ,d �),M (Fd ,Gd �)).
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������� � ��������� dg����������
��� �������� �� ����������� ������ ���������� dg �C at ��������
���� ��� ������ ������� � �� � ��������� �������� ���������
��� �� ����� �� ������� �� ���� ��������� ����� ���� �� ���� ��
����� ��� ������� �� ������� ��� Z �� � ����������� ������
������ ���� ObZ = Z� Z (m,n) = k[n−m] ��� ���� ������������



������� � ��������� dg����������
��� �������� �� ����������� ������ ���������� dg �C at ��������
���� ��� ������ ������� � �� � ��������� �������� ���������
��� �� ����� �� ������� �� ���� ��������� ����� ���� �� ���� ��
����� ��� ������� �� ������� ��� Z �� � ����������� ������
������ ���� ObZ = Z� Z (m,n) = k[n−m] ��� ���� ������������
�������� �� ��������� k������� ������ �������� ��������� �� Z
����� �� ������������

µ � = φ �(l ,m,n) : Z (l ,m)⊗k Z (m,n)
= k[m− l ]⊗k[n−m] → k[n− l ] = Z (l ,n),

1sm−l ⊗1sn−m �→ φ �(l ,m,n)sn−l .



������� � ��������� dg����������
��� �������� �� ����������� ������ ���������� dg �C at ��������
���� ��� ������ ������� � �� � ��������� �������� ���������
��� �� ����� �� ������� �� ���� ��������� ����� ���� �� ���� ��
����� ��� ������� �� ������� ��� Z �� � ����������� ������
������ ���� ObZ = Z� Z (m,n) = k[n−m] ��� ���� ������������
�������� �� ��������� k������� ������ �������� ��������� �� Z
����� �� ������������

µ � = φ �(l ,m,n) : Z (l ,m)⊗k Z (m,n)
= k[m− l ]⊗k[n−m] → k[n− l ] = Z (l ,n),

1sm−l ⊗1sn−m �→ φ �(l ,m,n)sn−l .

�� �� �������� �� � �������� φ � : Z3 → k× ���� ������ �� ���
�������������� ����� k×� ��� ������������� �� �����������

(1⊗µ �)µ � = (µ � ⊗1)µ � : Z (k, l)⊗Z (l ,m)⊗Z (m,n) → Z (k,n)
������� ���� φ � �� � ������

φ �(l ,m,n) ·φ �(k, l ,n) = φ �(k, l ,m) ·φ �(k,m,n).



�� ��������� ���� ����� φ � �� � ��������

φ �(l ,m,n) = ξ (l ,m) ·ξ (m,n) ·ξ (l ,n)−1 ���

�� � �������� ξ : Z2 → k×� ������� ξ (l ,m) = φ �(0, l ,m)�



�� ��������� ���� ����� φ � �� � ��������

φ �(l ,m,n) = ξ (l ,m) ·ξ (m,n) ·ξ (l ,n)−1 ���

�� � �������� ξ : Z2 → k×� ������� ξ (l ,m) = φ �(0, l ,m)�
��� ������ ������ ������������ ξ : Z → Z � n �→ n�
ξ (m,n) : Z (m,n) → Z (m,n) ������ Z ���� �������
������������ �������� ��������� (Z ,µ) ���� φ(l ,m,n) = 1� ��
���� ξ : (Z ,µ �) → (Z ,µ) �� � �������� ������������



�� ��������� ���� ����� φ � �� � ��������

φ �(l ,m,n) = ξ (l ,m) ·ξ (m,n) ·ξ (l ,n)−1 ���

�� � �������� ξ : Z2 → k×� ������� ξ (l ,m) = φ �(0, l ,m)�
��� ������ ������ ������������ ξ : Z → Z � n �→ n�
ξ (m,n) : Z (m,n) → Z (m,n) ������ Z ���� �������
������������ �������� ��������� (Z ,µ) ���� φ(l ,m,n) = 1� ��
���� ξ : (Z ,µ �) → (Z ,µ) �� � �������� ������������
�� ��� ��������� �� ����� �������� ���� ����������� µ �� Z
�������� �� ��� �������� φ(l ,m,n) = 1� ��� ��������
1 ∈ k = Z (n,n) ��� �������� ��������� �� Z �



�� ��������� ���� ����� φ � �� � ��������

φ �(l ,m,n) = ξ (l ,m) ·ξ (m,n) ·ξ (l ,n)−1 ���

�� � �������� ξ : Z2 → k×� ������� ξ (l ,m) = φ �(0, l ,m)�
��� ������ ������ ������������ ξ : Z → Z � n �→ n�
ξ (m,n) : Z (m,n) → Z (m,n) ������ Z ���� �������
������������ �������� ��������� (Z ,µ) ���� φ(l ,m,n) = 1� ��
���� ξ : (Z ,µ �) → (Z ,µ) �� � �������� ������������
�� ��� ��������� �� ����� �������� ���� ����������� µ �� Z
�������� �� ��� �������� φ(l ,m,n) = 1� ��� ��������
1 ∈ k = Z (n,n) ��� �������� ��������� �� Z �
�� ����� ��� ������ Z �� (dg �C at,�) ���� �� �������
���������� ����� �� �������������� � ����������� ������ �������

⊗ψ : Z �Z → Z , m×n �→ m +n,
⊗ψ = ψ(n,m,k, l) : (Z �Z )(n×m,k × l)

= Z (n,k)⊗Z (m, l) → Z (n +m,k + l),
1sk−n ⊗1s l−m �→ ψ(n,m,k, l)sk+l−n−m.

�� ������ ���� ��� �������� ψ : Z4 → k ����� ������ �� k×�



����� � �������� ⊗ψ ��� �� ������� ��� ���������

ψ(a,b,c,d) ·ψ(c,d ,e, f ) = (−1)(d−b)(e−c)ψ(a,b,e, f ).

�� �������� ��� �������� �� ��� ��������� ψ : Z4 → k×� �������
�������� �� ���� �������� ��

ψ(a,b,c,d) = (−1)c(b−d)χ(a,b) ·χ(c ,d)−1 ���

��� ���� �������� χ : Z2 → k× ����� χ(a,b) = ψ(a,b,0,0)��



����� � �������� ⊗ψ ��� �� ������� ��� ���������

ψ(a,b,c,d) ·ψ(c,d ,e, f ) = (−1)(d−b)(e−c)ψ(a,b,e, f ).

�� �������� ��� �������� �� ��� ��������� ψ : Z4 → k×� �������
�������� �� ���� �������� ��

ψ(a,b,c,d) = (−1)c(b−d)χ(a,b) ·χ(c ,d)−1 ���

��� ���� �������� χ : Z2 → k× ����� χ(a,b) = ψ(a,b,0,0)��
������������� �� ��� ������� (Z ,⊗ψ)

(Z �Z �Z )(a×b× c ,d × e× f ) 1�⊗ψ→ (Z �Z )(a× (b + c),d × (e + f ))

=

(Z �Z )((a +b)× c ,(d + e)× f )

⊗ψ�1↓
⊗ψ → Z (a +b + c,d + e + f )

⊗ψ↓

�� ��������� �� ��� ��������

ψ(a,b,d ,e) ·ψ(a+b,c ,d +e, f ) = ψ(b,c,e, f ) ·ψ(a,b +c ,d ,e + f ).



�� ����� ���� ��� �������� ψ : Z2 ×Z2 → k×�
ψ(a,b,c,d) = ψ(a,c,b,d) �� � ��������� �� ��� ����� Z2� ��� �
������ �������� Z ���� �������������� ��� ������� �� (Z ,µ) ���
��� �������� ����������� ξ : (Z ,µ �) → (Z ,µ)� n �→ n�
ξ (m,n) : Z (m,n) → Z (m,n)� �� ����� ��� ��� ���������

ψ �(a,b,c,d) = ξ (a,b) ·ξ (c,d) ·ψ(a,b,c,d) ·ξ (a + c,b +d)−1,

������������ �� ψ �



�� ����� ���� ��� �������� ψ : Z2 ×Z2 → k×�
ψ(a,b,c,d) = ψ(a,c,b,d) �� � ��������� �� ��� ����� Z2� ��� �
������ �������� Z ���� �������������� ��� ������� �� (Z ,µ) ���
��� �������� ����������� ξ : (Z ,µ �) → (Z ,µ)� n �→ n�
ξ (m,n) : Z (m,n) → Z (m,n)� �� ����� ��� ��� ���������

ψ �(a,b,c,d) = ξ (a,b) ·ξ (c,d) ·ψ(a,b,c,d) ·ξ (a + c,b +d)−1,

������������ �� ψ �
�������� ��� ���� �������� ��� ψ � �� ������ ��� ������ ��

χ(a,b) ·χ(a,b + c)−1 ·χ(a +b,c) ·χ(b,c)−1

= χ(d ,e) ·χ(d ,e + f )−1 ·χ(d + e, f ) ·χ(e, f )−1.

��� ������ ����� �� ��� ���� ��� ����� ���� ����� ���� ���
������ �� ��� ��������� a,b,c ,d ,e, f ∈ Z� ������� d = e = f = 0
�� ��� ���� ���� �������� ������ �� ����� χ : Z2 → k× �� �
��������� �� ��� ����� Z ���� ������ �� k×� ����� Z �� � ����
������ ��� ���������� ����� H2(Z,k×) ���������



���������� ��� ������� χ ��� ��� ����

χ(a,b) = λ (a) ·λ (b) ·λ (a +b)−1

��� ���� �������� λ : Z→ k×� ��� ������������� ��������
ψ : Z4 → k× �� ����� �� ��� �������

ψλ (a,b,c,d)
= (−1)c(b−d)λ (a) ·λ (b) ·λ (a +b)−1 ·λ (c)−1 ·λ (d)−1 ·λ (c +d).



���������� ��� ������� χ ��� ��� ����

χ(a,b) = λ (a) ·λ (b) ·λ (a +b)−1

��� ���� �������� λ : Z→ k×� ��� ������������� ��������
ψ : Z4 → k× �� ����� �� ��� �������

ψλ (a,b,c,d)
= (−1)c(b−d)λ (a) ·λ (b) ·λ (a +b)−1 ·λ (c)−1 ·λ (d)−1 ·λ (c +d).

������ ��� �������������� ������� ⊗ψλ ���� �� ⊗λ � ����� ��

������������ �� ��� ������ �������� Z �� λ : Z → Z � n �→ n�
λ = λ (m)−1 ·λ (n) : Z (m,n) → Z (m,n)� λ : (Z ,⊗1) → (Z ,⊗λ )
�� �� ������� ������������ ����� ��� ���� ������� ����

λ1(a) = 1, ψ1(a,b,c,d) = (−1)c(b−d).



���������� ��� ������� χ ��� ��� ����

χ(a,b) = λ (a) ·λ (b) ·λ (a +b)−1

��� ���� �������� λ : Z→ k×� ��� ������������� ��������
ψ : Z4 → k× �� ����� �� ��� �������

ψλ (a,b,c,d)
= (−1)c(b−d)λ (a) ·λ (b) ·λ (a +b)−1 ·λ (c)−1 ·λ (d)−1 ·λ (c +d).

������ ��� �������������� ������� ⊗ψλ ���� �� ⊗λ � ����� ��

������������ �� ��� ������ �������� Z �� λ : Z → Z � n �→ n�
λ = λ (m)−1 ·λ (n) : Z (m,n) → Z (m,n)� λ : (Z ,⊗1) → (Z ,⊗λ )
�� �� ������� ������������ ����� ��� ���� ������� ����

λ1(a) = 1, ψ1(a,b,c,d) = (−1)c(b−d).

��� �������������� ������� ψ1 ∈ Z 2(Z2,k×) ����� ��� ���
������������ Z/2 → k×� a �→ (−1)a� ���� ��� �������� �������
Z2 ×Z2 → Z/2� (a,c ,b,d) �→ c(b−d) (mod 2)� ����� ����������
��� ���� ����������� ������� �� ��� ���������� �����
H2(Z2,Z/2) = Z/2 ���� ������ �� ��� ������� Z2������� Z/2�



�� ��� ��������� �� ����� �������� ���� �������������� ⊗Z = ⊗1

�� Z �������� �� ��� �������� ψ1(a,b,c,d) = (−1)c(b−d)�
�������� ��� ������� (Z ,⊗Z ) �� ������ ���� ��� ����
ηZ : 1→ Z � ∗ �→ 0� id : 1(∗,∗) = k→ Z (0,0)�



������� ������
����� � dg��������� A � �� ������� ������� ��� A [ ] = A �Z �
�������� �� ������ ������ ������ �� �������� ��� ��� �� ������� ��

ObA [ ] = {X [n] = (X ,n) | X ∈ ObA ,n ∈ Z} = ObA ×Z.



������� ������
����� � dg��������� A � �� ������� ������� ��� A [ ] = A �Z �
�������� �� ������ ������ ������ �� �������� ��� ��� �� ������� ��

ObA [ ] = {X [n] = (X ,n) | X ∈ ObA ,n ∈ Z} = ObA ×Z.

��� ������ k������� �� ��������� ��
A [ ](X [n],Y [m]) = A (X ,Y )⊗k[m−n]� �� �������� �� ����
A (X ,Y )[m−n]� ����� � �������� �� dg����������� f : A → B�
�� ����� ������� ��� f [ ] = f �1Z : A [ ] → B[ ]� �� ������� ��
���� �� Ob f [ ] : X [n] �→ (Xf )[n]� ����������� �������

A (X ,Y )[m−n] sn−m
→ A (X ,Y )⊗k 1⊗sm−n

→ A (X ,Y )⊗Z (n,m)

B[ ](Xf ,Yf )[m−n]

f [m−n]↓
sn−m
→ B(Xf ,Yf )⊗k

f ⊗1↓
1⊗sm−n

→ B(Xf ,Yf )⊗Z (n,m)

f ⊗1↓

��������� ��� ������ �� −[ ] �� ��������� �� �������
�������������

f [m−n] = sn−mfsm−n : A (X ,Y )[m−n] → B(Xf ,Yf )[m−n].



dg���������� �������� �������� ������

����������� �� A [ ] ������������ ��

d [ ] = (−1)m−nsn−mdsm−n : A [ ](X [n],Y [m]) = A (X ,Y )[m−n]
→ A (X ,Y )[m−n] = A [ ](X [n],Y [m]).
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d [ ] = (−1)m−nsn−mdsm−n : A [ ](X [n],Y [m]) = A (X ,Y )[m−n]
→ A (X ,Y )[m−n] = A [ ](X [n],Y [m]).

���������� ��� A [ ] ������������ ��

m[ ] = (sp−n⊗sk−p)−1msk−n : A [ ](X [n],Y [p])⊗A [ ](Y [p],Z [k]) =
A (X ,Y )[p−n]⊗A (Y ,Z )[k−p]→A (X ,Z )[k−n] = A [ ](X [n],Z [k]).
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d [ ] = (−1)m−nsn−mdsm−n : A [ ](X [n],Y [m]) = A (X ,Y )[m−n]
→ A (X ,Y )[m−n] = A [ ](X [n],Y [m]).

���������� ��� A [ ] ������������ ��

m[ ] = (sp−n⊗sk−p)−1msk−n : A [ ](X [n],Y [p])⊗A [ ](Y [p],Z [k]) =
A (X ,Y )[p−n]⊗A (Y ,Z )[k−p]→A (X ,Z )[k−n] = A [ ](X [n],Z [k]).

���������

�� ��� ���� � dg��������� C �� ������ ����� ������ �� �����
������ X [n] �� C [ ] �� �������� ���������� �� C [ ] �� ���� ������
Y [0]� Y = [X ,n] ∈ ObC �
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