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��� ��� ������ k������� M ��� �� ������� a ������ �� M[a]
��� ���� ������ ���� ��� ������� ������� �� a� M[a]k = Ma+k �
������ �� σa : M → M[a]� Mk � x �→ x ∈ M[a]k−a ��� ���������

���� �� ������ degσa = −a� ����� �������� �� M[a] �� mσ a�
���������� � ��� �� ������� �� ��� ����� �� ��� ��������� ����

f : V → X �� � ����������� ��� �� ������� ������� ��� ���

f [a] : V [a] → X [a] �� ������ ��

f [a] = (−1)adeg f σ−af σa = (−1)af σ−af σa�
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gr = Z − grad− k −mod

c : M ⊗N → N ⊗M(M ⊗N)c =
�

a+b=c

Ma ⊗N b

m⊗ n �→ (−1)mnn⊗m. ∃ градуйовані
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grr(M,N)grl(M,N)

збігаються з gr(M,N) Z-градуйованим k-модулем з компонентами

взяттям значення

hom

gr(M,N)d = {(f j : M j → N j+d)j∈Z},

відображенням

gr(M,N)d → gr(M,N)d, (f j)j �→ ((−1)jdf j)j .
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dg = C(k −mod) з двома варіантами ⊗ на M ⊗N у сенсі

gr що відрізняються диференціалом:

d(m⊗ n) = (dm)⊗ n+ (−1)mm⊗ (dn)

(правим)

(лівим)

(m⊗ n)d = m⊗ (nd) + (−1)n(md)⊗ n

Втім, ці моноїдальні категорії ізоморфні завдяки інволютивному функтору

⊗l

⊗r

− : dg → dg, (M,d) �→ (M,d) = (M, ((−1)jdj)j). M ⊗l N = M ⊗r N.

Це замкнена симетрична моноїдальна категорія.

f �→ [f, d] = f · d− (−1)fd · f

не дають диференціала на у вигляді градуйованого комутатора.

З 4х (ізоморфних) варіантів 2:
-  ліві диференціали + праві оператори

- праві диференціали +  ліві оператори

f �→ [d, f ] = d ◦ f − (−1)ff ◦ d
Але ліві диференціали  +  ліві оператори дають диференціал в

праві диференціали  + праві оператори дають диференціал в dgr(M,N)

dgl(M,N)

dg(M,N) = gr(M,N) +d

Коланцюгові відображення = циклам в 

dg(M,N)

dg(M,N)
0

f : M → N
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f ∼ 0 ⇔∃s : f = ds�
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K(k -mod)(X ,Y ) = H0(dg(X ,Y ))�
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Ker γ

Coker α

y �−→ z

β(y)x�

[x�]
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�� ����� �������� dM(f ) =
�

d [1] 0
f ◦σ−1 d

�
�
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M(α(f )) = Y [1]⊕X [1]⊕Y � dM(α(f )) =




d [1] 0 0
0 d [1] 0

σ−1 f ◦σ−1 d


�

φ =



−f [1]

1
0


� ψ = (0 1 0)� s =




0 0 σ
0 0 0
0 0 0


�

���

1M(α(f ))−φ ◦ψ =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




0 −f [1] 0
0 1 0
0 0 0


=




1 f [1] 0
0 0 0
0 0 1




=




0 0 σ
0 0 0
0 0 0







d [1] 0 0
0 d [1] 0

σ−1 f ◦σ−1 d




+




d [1] 0 0
0 d [1] 0

σ−1 f ◦σ−1 d







0 0 σ
0 0 0
0 0 0


 = s ◦d +d ◦ s

������� σ ◦d +d [1]◦σ = 0�
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