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Êàòåãîði¨ ìîäóëiâ C = k -mod. Êîëàíöþãîâi êîìïëåêñè



Ôóíêòîð çñóâó

For any graded k-module M and an integer a denote by M[a]
the same module with the grading shifted by a: M[a]k = Ma+k .
Denote by σa : M→M[a], Mk 3 x 7→ x ∈M[a]k−a the �identity

map� of degree degσa =−a. Write elements of M[a] as mσa.
Typically, a map is written on the right of its argument. When

f : V → X is a homogeneous map of certain degree, the map

f [a] : V [a]→ X [a] is de�ned as

f [a] = (−1)adeg f σ−af σa = (−1)af σ−af σa.





Ãðàäóéîâàíi ìîäóëi
gr = Z − grad − k − mod

c : M ⊗ N → N ⊗ M(M ⊗ N)c =
�

a+b=c

Ma ⊗ N b

m ⊗ n �→ (−1)mnn ⊗ m. ∃ градуйовані



Âíóòðiøíi hom'è â ãðàäóéîâàíèõ ìîäóëÿõ
grr(M, N)grl(M, N)

збігаються з gr(M, N) Z-градуйованим k-модулем з компонентами

взяттям значення

hom

gr(M, N)d = {(f j : M j → N j+d)j∈Z},

відображенням

gr(M, N)d → gr(M, N)d, (f j)j �→ ((−1)jdf j)j .



Äèôåðåíöiàëüíî ãðàäóéîâàíi ìîäóëi = êîìïëåêñè
dg = C(k − mod) з двома варіантами ⊗ на M ⊗ N у сенсі

gr що відрізняються диференціалом:

d(m ⊗ n) = (dm) ⊗ n + (−1)mm ⊗ (dn)

(правим)

(лівим)

(m ⊗ n)d = m ⊗ (nd) + (−1)n(md) ⊗ n

Втім, ці моноїдальні категорії ізоморфні завдяки інволютивному функтору

⊗l

⊗r

− : dg → dg, (M, d) �→ (M, d) = (M, ((−1)jdj)j). M ⊗l N = M ⊗r N.

Це замкнена симетрична моноїдальна категорія.

f �→ [f, d] = f · d − (−1)fd · f

не дають диференціала на у вигляді градуйованого комутатора.

З 4х (ізоморфних) варіантів 2:
-  ліві диференціали + праві оператори

- праві диференціали +  ліві оператори

f �→ [d, f ] = d ◦ f − (−1)ff ◦ d

Але ліві диференціали  +  ліві оператори дають диференціал в

праві диференціали  + праві оператори дають диференціал в dgr(M, N)

dgl(M, N)

dg(M, N) = gr(M, N) +d

Коланцюгові відображення = циклам в 

dg(M, N)

dg(M, N)
0

f : M → N



Ãîìîòîïiÿ

f ∼ 0⇔∃s : f = ds.



Êîãîìîëîãi¨

K(k -mod)(X ,Y ) = H0(dg(X ,Y )).



Äåÿêi òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi





Äîâãà òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü



Äîâåäåííÿ äîâãî¨ òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi



Ãîìîòîïi÷íi içîìîðôiçìè. Ëàíöþãîâi êîìïëåêñè.

Ãîìîëîãi¨



Êîíóñ âiäîáðàæåííÿ

In other notation dM(f ) =
(

d [1] 0
f ◦σ−1 d

)
.



Ïåðøå îáåðòàííÿ òðèêóòíèêà





M(α(f )) = Y [1]⊕X [1]⊕Y , dM(α(f )) =




d [1] 0 0
0 d [1] 0

σ−1 f ◦σ−1 d


.

φ =



−f [1]

1
0


, ψ = (0 1 0), s =




0 0 σ

0 0 0
0 0 0


.

(c)

1M(α(f ))−φ ◦ψ =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




0 −f [1] 0
0 1 0
0 0 0


=




1 f [1] 0
0 0 0
0 0 1




=




0 0 σ

0 0 0
0 0 0






d [1] 0 0
0 d [1] 0

σ−1 f ◦σ−1 d




+




d [1] 0 0
0 d [1] 0

σ−1 f ◦σ−1 d






0 0 σ

0 0 0
0 0 0


= s ◦d +d ◦ s

çàâäÿêè σ ◦d +d [1]◦σ = 0.



Âèäiëåíi òðèêóòíèêè



Âëàñòèâîñòi K(C ) ÿê òðèàíãóëüîâàíî¨ êàòåãîði¨





Äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé K(C ) ÿê òðèàíã. êàòåãîði¨
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