
1. Ðiâíÿííÿ ðóõó i ñèìåòði¨ ôóíêöié Ãðiíà â ôóíêöiîíàëüíîìó ôîðìàëiçìi

Êëàñè÷íi ðiâíÿííÿ ðóõó i çàêîíè çáåðåæåííÿ âèïëèâàþòü iç ëàãðàíæià-

íà òà éîãî ñèìåòðié, òîìó ¨õ ìîæíà âèâåñòè i áåçïîñåðåäíüî iç ôóíêöiî-

íàëüíîãî iíòåãðàëó. Öå ïðèâîäèòü äî äåÿêèõ ñàiââiäíîøåíü ìiæ ôóíêöiÿìè

Ãðiíà (ðiâíÿííÿ Øâiíãåðà-Äàéñîíà) òà êâàíòîâîãî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè

Íåòåð (àíàëîã òîòîæíîñòåé Óîðäà-Òàêàõàøi) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ êâàí-

òîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ.

1.1. Ðiâíÿííÿ ðóõó

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó, íàïðèêëàä, òðüîõòî÷êîâó ôóíêöiþ Ãðiíà òåîði¨

âiëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ,

〈0|T Φ̂(x1)Φ̂(x2)Φ̂(x3)|0〉 =

∫
DΦ ei

∫
d4xL(Φ)Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)∫
DΦ ei

∫
d4xL(Φ)

, (1.1)

ç ëàãðàíæåâîþ ãóñòèíîþ

L =
1

2
(∂µΦ)2 − 1

2
m2Φ2. (1.2)

[Íàäàëi, äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó áóäåìî îïóñêàòè çíà÷îê ˆ íàä îïåðàòîðà-

ìè ñåðåäíiõ ïî âàêóóìó.] Â êëàñè÷íié òåîði¨ ðiâíÿííÿ ðóõó âèâîäÿòüñÿ iç

âèìîãè, ùîá äiÿ áóëî íåçìiííîþ â ðåçóëüòàòi íåñêií÷åííî ìàëî¨ âàðiàöi¨

Φ(x)→ Φ′(x) = Φ(x) + ε(x). (1.3)

Óçàãàëüíåííÿ íà êâàíòîâèé âèïàäîê ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ðîçãëÿäàòè öþ

âàðiàöiþ ÿê çàìiíó çìiííèõ ó ôóíêöiîíàëüíîìó iíòåãðàëå, ùî, çâè÷àéíî, íå

çìiíþ¹ çíà÷åííÿ ñàìîãî iíòåãðàëà. Ìiðà ïðè çñóâi íå ìiíÿ¹òüñÿ DΦ′ = DΦ,

òîäi ìà¹ìî∫
DΦ eiS(Φ)Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3) =

∫
DΦ′eiS(Φ′)Φ′(x1)Φ

′(x2)Φ
′(x3). (1.4)
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Â ïåðøîìó ïîðÿäêi ïî ε, íàõîäèìî

0 =

∫
DΦ eiS(Φ)

{(
i

∫
d4x ε(x)[(−�x −m2)Φ(x)]

)
Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)

+ ε(x1)Φ(x2)Φ(x3) + Φ(x1)ε(x2)Φ(x3) + Φ(x1)Φ(x2)ε(x3)} . (1.5)

Îñòàííi äîäàíêè ìîæíà ñêîìáiíóâàòè, ÿêùî çàïèñàòè

ε(x1) =

∫
d4x ε(x)δ(x− x1).

Ïðèðiâíþþ÷è íóëþ âèðàçè ïðè ε(x), íàõîäèìî

0 =

∫
DΦ eiS(Φ)

[
(�x +m2)Φ(x)Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3) + iδ(x− x1)Φ(x2)Φ(x3)

+ iδ(x− x2)Φ(x1)Φ(x3) + iδ(x− x3)Φ(x1)Φ(x2)] . (1.6)

Âèíîñÿ÷è îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ çà çíàê iíòåãðàëà, îñòàííié âèðàç

ìîæíà çàïèñàòè ÿê ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè

(�x +m2)〈0|TΦ(x)Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)|0〉 = −iδ(x− x1)〈0|TΦ(x2)Φ(x3)|0〉

−iδ(x− x2)〈0|TΦ(x1)Φ(x3)|0〉 − iδ(x− x3)〈0|TΦ(x1)Φ(x2)|0〉. (1.7)

Äëÿ äâóõòî÷êîâî¨ ôóíêöi¨ Ãðiíà (áåðåìî Φ(x1) çàìiñòü Φ(x2)Φ(x3)) öå î÷å-

âèäíî äà¹

(�x +m2)〈0|TΦ(x)Φ(x1)|0〉 = −iδ(x− x1), (1.8)

òîáòî êîðåëÿöiéîíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ Êëåéíà � Ãîðäîíà êðiì

òî÷êè, äå àðãóìåíòè ïîëåé ñïiâïàäàþòü. Öÿ ìîäèôiêàöiÿ ðiâíÿííÿ Êëåé-

íà � Ãîðäîíà â òî÷öi x1 íàçèâà¹òüñÿ êîíòàêòíèì äîäàíêîì i öå ïðèçâåëî

äî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà íà ÿêi äi¹ îïåðàòîð Êëåéíà � Ãîðäîíà. Ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó n-òî÷êîâî¨ ôóíêöi¨ Ãðiíà ðiâíÿííÿ òèïó (1.6) äà¹ íà-
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ñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

(�x +m2)〈0|TΦ(x)Φ(x1) . . .Φ(xn)|0〉 =
n∑
i=1

〈0|TΦ(x1) . . . (−iδ(x− xi)) . . .Φ(xn)|0〉, (1.9)

òîáòî â êâàíòîâié òåîði¨ ðiâíÿííÿ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ïîëÿ çàäîâîëüíÿþòüñÿ

âñiìà êîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè ç òî÷íiñòüþ äî êîíòàêòíèõ äîäàíêiâ.

Çàçâè÷àé öå âèâîäèòüñÿ â ãàìiëüòîíîâîìó ôîðìàëiçìi øëÿõîì îá÷èñëåí-

íÿ îáîõ ñòîðií ñïiâiäíîøåííÿ ïî òåîðåìi Âiêà (δ - ôóíêöi¨ âèíèêàþòü ïðè

äèôåðåíöþâàííi T äîáóòêiâ ïî ÷àñó).

Ó âèïàäêó òåîði¨ iç âçà¹ìîäi¹þ àíàëîãi÷íi äi¨ äàþòü òîòîæíiñòü

0 =

∫
DΦ eiS(Φ)

{
i

∫
d4x ε(x)

δ

δΦ(x)

(∫
d4x′L(Φ)

)
Φ(x1)Φ(x2)

+ ε(x1)Φ(x2) + Φ(x1)ε(x2)

}
. (1.10)

Òàê ÿê
δ

δΦ(x)

∫
d4x′L(Φ) =

∂L
∂Φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
=

δS

δΦ(x)
,

òî ïðèõîäèìî äî íàáîðó òîòîæíîñòåé

〈0|T
(

δ

δΦ(x)

∫
d4x′L(Φ)

)
Φ(x1) . . .Φ(xn)|0〉

=
n∑
i=1

〈0|TΦ(x1) . . . (iδ(x− xi)) . . .Φ(xn)|0〉. (1.11)

Ìè îòðèìàëè êâàíòîâi ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ âñiõ ôóíêöié Ãðiíà, ÿêi ìiñòÿòü

âiäïîâiäíi êîíòàêòíi äîäàíêè. Âîíè íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Øâiíãåðà �

Äàéñîíà (ØÄ). Âèâiä ðiâíÿíü ØÄ ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà äîâiëüíi êîðå-

ëÿöiéíi ôóíêöi¨,

〈0|TX[Φ]|0〉 =

∫
DΦX[Φ]eiS(Φ)∫
DΦ eiS(Φ)

=

∫
DΦX[Φ + ε]eiS(Φ+ε)∫

DΦ eiS(Φ)
. (1.12)
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Ðîçêëàäàþ÷è ó ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä ïî ε(x), àíàëîãi÷íî âèùå íàâåäåíèì

âèêëàäêàì, îòðèìó¹ìî çàãàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

〈0|T δS(Φ)

δΦ(x)
X[Φ]|0〉 = i〈0|T δX[Φ]

δΦ(x)
|0〉. (1.13)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî

X[Φ] = Φ(x1)Φ(x1) . . .Φ(xn), (1.14)

òî ìè ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ (1.11).

2. Çàêîíè çáåðåæåííÿ

Òåîðåìà Íåòåð â êëàñè÷íié òåîði¨ ãîâîðèòü, ùî êîæíié ñèìåòði¨ ëàãðàí-

æiàíà (äi¨) âiäïîâiäà¹ ñòðóì, ùî çáåðiãà¹òüñÿ. Çâè÷àéíî ìè ðîçãëÿäà¹ìî

ñèìåòði¨, íà ìîâi ãðóïîâèõ ïåðåòâîðåíü

Φ(x)→ Φ′(x) = UΦ(x) = eiω
aT a

Φ(x) ≈ (1 + iωaT a)Φ.

Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíå ñêàëÿðíå ïîëå

L = ∂µΦ∗∂µΦ−m2Φ∗Φ.

Íàÿâíà iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî ôàçîâèõ ïåðåòâîðåíü Φ→ eiαΦ ç ïîñòiéíîþ

ôàçîþ, ÿêî¨ âiäïîâiäà¹ ñòðóì

jµ(x) = iΦ∗
←→
∂µΦ = i(∂µΦ∗Φ− Φ∗∂µΦ). (2.1)

Ó ôóíêöiîíàëüíîìó iíòåãðàëi ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åíî ìàëó çàìiíó çìiííèõ

âiäïîâiäíîãî äî ôàçîâîãî U(1) ïåðåòâîðåííÿ

Φ(x)→ Φ′(x) = Φ(x) + iα(x)Φ(x), (2.2)
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äå òåïåð α - ïàðàìåòð, ÿêèé çàëåæèòü âiä x. Ìiðà íå ìåíÿ¹òüñÿ, òàê ÿê öå

óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ.

Òîäi, íàïðèêëàä,∫
DΦ ei

∫
d4xL[Φ]Φ(x1)Φ

∗(x2) =

∫
DΦ ei

∫
d4xL[Φ′]Φ′(x1)Φ

∗′(x2)
∣∣∣
Φ′=(1+iα)Φ

. (2.3)

Â ïåðøîìó ïîðÿäêó ïî α íàõîäèìî

0 =

∫
DΦei

∫
d4xL[Φ]

{
i

∫
d4x[(∂µα)i(Φ∂µΦ∗ − Φ∗∂µΦ)]

× Φ(x1)Φ
∗(x2) + [iα(x1)Φ(x1)]Φ

∗(x2) + Φ(x1)[−iα(x2)Φ
∗(x2)]} . (2.4)

Âiäçíà÷èìî, ùî âàðiàöiÿ ëàãðàíæiàíà ïðîïîðöiéíà ∂µα, òàê ÿê ïiäñòàíîâêà

ç ïîñòiéíèìè α çàëèøà¹ ëàãðàíæiàí iíâàðiàíòíèì. Iíòåãðóÿ ïî ÷àñòèíàì i

ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè α(x), íàõîäèìî (ïiñëÿ ïîäiëó íà Z) ñïiââiä-

íîøåííÿ ìiæ êîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè

∂µ〈Tjµ(x)Φ(x1)Φ
∗(x2)〉 = δ(x− x1)〈0|TΦ(x1)Φ

∗(x2)|0〉

− δ(x− x2)〈0|TΦ(x1)Φ
∗(x2)|0〉. (2.5)

Öå ìîæíà íàçâàòè êâàíòîâèì çàêîíîì çáåðåæåííÿ, òîáòî, ñèìåòðiÿ ëàãðàí-

æiàíà âiäîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåíü ìiæ êîðåëÿöiéíèìè ôóíê-

öiÿìè ìîäèôiêîâàíèõ êîíòàêòíèìè äîäàíêàìè.

2.1. Çàãàëüíèé âèïàäîê

Íåõàé ìà¹ìî íàáið ïîëiâ Φa ç äåÿêèì ëàãðàíæiàíîì L[Φ]. Ðîçãëÿíåìî

iíôiíåòåçiìàëüíå ïåðåòâîðåííÿ

Φ(x)→ Φ′(x) + ε∆Φ(x),

äå ε � iíôiíåòåçiìàëüíèé ïàðàìåòð, ∆Φ � äåôîðìàöiÿ ïîëÿ. Ïåðåòâîðåí-

íÿ áóäå ïåðåòâîðåííÿì ñèìåòði¨, ÿêùî âîíî çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì ðiâíÿííÿ
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ðóõó. Öå áóäå ó âèïàäêó iíâàðiàíòíîñòi äi¨. Äëÿ ëàãðàíæiàíà äîçâîëÿ¹òüñÿ

äiâåðãåíòíèé äîäàíîê, òîìó ùî â äi¨ âií ìà¹ âèãëÿä ïîâåðõíåâîãî äîäàí-

êó, ÿêèé íå âïëèâà¹ íà âèâiä ðiâíÿíü ðóõó. Òîáòî, ëàãðàíæiàí ìà¹ áóòè

iíâàðiàíòíèì ç òî÷íiñòþ äî äèâåðãåíöi¨ äåÿêîãî âåêòîðà:

L(x)→ L(x) + ε∂µJ
µ(x). (2.6)

Âàðiàöiþ ëàãðàíæiàíà âíàñëiäîê âàðiàöi¨ ïîëiâ,

δL =
∂L
∂Φ

(ε∆Φ) +
∂L

∂µ(∂µΦ)
∂µ(ε∆Φ), (2.7)

ïåðåïèøåì ÿê

δL = ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)
ε∆Φ

)
+ ε

[
∂L
∂Φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µΦ)

]
∆Φ. (2.8)

Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Åéëåðà-Ëàãðàíæà äðóãèé äîäàíîê îáåðòà¹òüñÿ â

íóëü, i ïîâíó âàðiàöiþ ìîæíà çàïèñàòè ÿê

δL = ε∂µJ
µ, (2.9)

äîïóñêàþ÷è ¨¨ ó ôîðìi äèâåðãåíöi¨ äåÿêîãî âåêòîðà Jµ. Îñòàííié âèðàç

çàïèøèìî ÿê

∂µj
µ = 0, (2.10)

òîáòî çáåðåæåííÿ ñòðóìó

jµ =
∂L

∂(∂µΦ)
∆Φ− Jµ. (2.11)

Êîæíié íåïåðåðâíié ñèìåòði¨ ëàãðàíæiàíà âiäïîâiäà¹ ñâié ñòðóì, ùî çáåðû-

ãàýòüñÿ. Öå ¹ òåîðåìà Íåòåð äëÿ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ïîëÿ. Iíòåãðóþ÷è (2.10)

ïî òðèâèìiðíîìó îá'¹ìó, îäåðæèìî çáåðåæåííÿ ó ÷àñi çàðÿäó

Q =

∫
d3x j0(x). (2.12)
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Ó ôóíêöiîíàëüíîìó iíòåãðàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàìiíè çìiííèõ ïàðàìåò-

ðîì ε(x): Φa → Φ′a = Φa + ε∆Φa. Òîäi äëÿ âàðiàöi¨ ëàãðàíæiàíà

δL =
∂L
∂Φa

ε∆Φa +
∂L

∂(∂µΦa)
∂µ(ε∆Φa)

= ε

[
∂L
∂Φa

∆Φa +
∂L

∂(∂µΦa)
∂µ(∆Φa)

]
+ ∂µε

∂L
∂(∂µΦa)

∆Φa. (2.13)

Âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòð ε ïîñòié-

íèé, òîáòî, éîãî ìîæíà çàïèñàòè ÿê äèâåðãåíöiþ äåÿêîãî ñòðóìó Jµ âíàñëi-

äîê iíâàðiàíòíîñòi ëàãðàíæiàíà (äëÿ âíóòðiøíiõ ñèìåòðié Jµ = 0). Òàêèì

÷èíîì, îñòàííié âèðàç çàïèøåòüñÿ

ε∂µJ
µ − ε∂µ

(
∂L

∂(∂µΦa)
∆Φa

)
= −ε(x)∂µj

µ(x). (2.14)

Öå îçíà÷à¹, ùî äèâåðãåíöiþ ñòðóìó, ùî çáåðiãà¹òüñÿ, ìîæíà çíàéòè ç âàðià-

öi¨ äi¨:
δ

δε(x)

∫
d4xL[Φa + ε(x)∆Φa]

∣∣∣
ε=0

= −∂µjµ(x). (2.15)

Òàê æå ÿê i ó âiëüíîìó âèïàäêó, îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîðåëÿöié-

íèõ ôóíêöié âçà¹ìîäiþ÷èõ òåîðié, ÿêi ìàþòü ñèìåòði¨,

〈∂µjµ(x)Φa(x1)Φb(x2)〉 =− i[δ(x− x1)〈∆Φa(x1)Φb(x2)〉

+ 〈Φa(x1)∆Φb(x2)〉δ(x− x2)], (2.16)

äå âiäïîâiäíèé ñòðóì çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ (2.15).
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