
1. Ñïîíòàííå ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨

Ðîçãëÿíåìî ëàãðàíæåâó ãóñòèíó äiéñíîãî âçàiìîäiþ÷îãî ñêàëÿðíîãî ïî-

ëÿ

L =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2φ2 − λ

4!
φ4, (1.1)

ÿêå ìà¹ äèñêðåòíó ñèìåòðiþ âiäíîñíî çàìiíè φ → −φ. Îñíîâíèé ñòàí âiä-

ïîâiäà¹ çíà÷åííþ ïîëÿ φ = 0. Ïî òåîði¨ çáóðåíü ìà¹ìî âçà¹ìîäiþ÷å ïîëå ç

êâàäðàòîì ìàñè m2. Çðîáèìî çàìiíó

m2 → −µ2.

Ãàìiëüòîíiàí áóäå ìàòè âèãëÿä

H =

∫
d3x

[
1

2
π2 +

1

2
(∂iφ)2 − 1

2
µ2φ2 +

λ

4!
φ4
]
, (1.2)

äå ïîòåíöiéíà ôóíêöiÿ

V (φ) = −1

2
µ2φ2 +

λ

4!
φ4 (1.3)

ìà¹ ìiíiìóìè ïðè äâîõ çíà÷åííÿõ ïîëÿ

φ0 = ±v = ±
√

6

λ
µ. (1.4)

φ0 � âàêóóìíå ñåðåäíå ïîëÿ φ. Ðîçêëàäåìî ïîáëèçó îäíîãî iç ìiíiìóìîâ

φ(x) = v + σ(x), (1.5)

ëàãðàíæåâà ãóñòèíà ïåðåïèøåòüñÿ

L =
1

2
(∂µσ)2 − 1

2
(2µ2)σ2 −

√
λ

6
µσ3 − λ

4!
σ6 + const (1.6)
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Ðèñ. 1. Ñïîíòàííå ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ â äâîõÿìíîìó ïîòåíöiàëi.

Ëàãðàíæiàí îïèñó¹ ñêàëÿðíå ïîëå ìàñîþ
√

2µ iç âçà¹ìîäiÿìè σ3 i σ4.

Ñèìåòðiÿ âiäíîñíî çìiíè çíàêà ïîëÿ, σ → −σ, òåïåð âiäñóòíÿ. Òîáòî, ìà¹ìî

ñèòóàöiþ, êîëè âèõiäíèé ëàãðàíæiàí i ãàìiëüòîíiàí ìàþòü ñèìåòðiþ, àëå

âèáið êîíêðåòíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü ðóõó ïîðóøó¹ öþ ñèìåòðiþ. Öå ÿâèùå

íàçèâà¹òüñÿ ñïîíòàííèì ïîðóøåííÿì ñèìåòði¨.

2. Ëiíiéíà σ-ìîäåëü

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òåîðiþ ç N ñêàëÿðíèìè ïîëÿìè

L =
1

2
(∂µφ

i)2 − 1

2
µ2(φi)2 − λ

4

[
(φi)2

]2
, i = 1, . . . , N, (2.1)

ÿêà ìà¹ íåïåðåðâíó ñèìåòðiþ âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü

φi → Rijφj

ç áóäü-ÿêîþ îðòîãîíàëüíîþ (RRT = 1) ìàòðèöåþ R. Òîáòî ìà¹ìî íåïåðå-

ðâíó ãðóïó ñèìåòði¨ O(N). Ìiíiìóìó ïîòåíöiàëó

V (φi) = −1

2
µ2(φi)2 +

λ

4

[
(φi)2

]2
, (2.2)
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çîáðàæåíîìó íà Ðèñ.2, âiäïîâiäà¹ êîíôiãóðàöiÿ ïîëÿ

(φi0)
2 =

µ2

λ
. (2.3)

Àëå öå ðiâíÿííÿ ôiêñó¹ òiëüêè äîâæèíó âåêòîðà φi, à éîãî íàïðÿìîê çà-

Ðèñ. 2. Ñïîíòàííå ïîðóøåííÿ íåïåðåðâíî¨ ñèìåòði¨.

ëèøà¹òüñÿ äîâiëüíèì. Âèáåðåìî âåêòîð φi0 âçäîâæ N -ãî íàïðÿìêó

φi0 = (0, 0, . . . , v), v =
µ√
λ
. (2.4)

Âèçíà÷èìî

φi(x) = (πk(x), v + σ(x)), k = 1, . . . , N − 1, (2.5)

äå ïîëÿ πk(x) i σ(x) îïèñóþòü âiäõèëåííÿ (ôëóêòóàöi¨) âiä îñíîâíîãî ñòà-

íó (äëÿ çàñòîñóâàííÿ äî ïiîíiâ N = 4, à ïîëÿ πk(x) i σ(x) âiäïîâiäàþòü
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òðèïëåòó ïiîíiâ i ñèãìà ÷àñòèíöi).

L =
1

2
(∂µπ

k)2 +
1

2
(∂µσ)2 − 1

2
(2µ2)σ2 −

√
λµσ3

−
√
λµ(πk)2σ − λ

4
σ4 − λ

2
(πk)2σ2 − 1

4

[
(πk)2

]2
. (2.6)

Îòðèìó¹ìî ìàñèâíå ïîëå σ i N − 1 áåçìàñîâèõ ïîëiâ π. Ñèìåòðiÿ O(N)

ïîðóøåíà äî O(N − 1) îñêiëüêè ïîëÿ πk(x) âõîäÿòü ó âèãëÿäi êâàäðàòà

äîâæèíè (πk(x))2.

3. Òåîðåìà Ãîëäñòîóíà

ßê áà÷èìî, ñïîíòàííå ïîðóøåííÿ íåïåðåðâíî¨ ñèìåòði¨ ñóïðîâîäæó¹òüñÿ

ïîÿâîþ áåçìàñîâèõ ÷àñòèíîê. ×èñëî òàêèõ áåçìàñîâèõ ÷àñòèíîê ïîâ'ÿçàíî

ç ÷èñëîì ïîðóøåíèõ ãåíåðàòîðiâ ñèìåòði¨. Äiéñíî, äëÿ ãðóïè O(N) ÷èñëî

ãåíåðàòîðiâ N(N−1)
2 . Îáðàõó¹ìî ÷èñëî ïîðóøåíèõ ñèìåòðié

N(N − 1)

2
− (N − 1)(N − 2)

2
= N − 1.

×èñëî ïîðóøåíèõ ñèìåòðié ñïiâïàäà¹ ç ÷èñëîì áåçìàñîâèõ ÷àñòèíîê � öå

¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè Ãîëäñòîóíà.

Áåçìàñîâi ïîëÿ, ÿêi âèíèêàþòü â ðåçóëüòàòi ñïîíòàííîãî ïîðóøåííÿ

íåïåðåðâíî¨ ñèìåòði¨, íàçèâàþòüñÿ ãîëñòîóíîâñüêèìè áîçîíàìè (ãîëñòîó-

íàìè). Áîãîëþáîâñüêà ìîäà ïðè ñïîíòàííîìó ïîðóøåííi ñèìåòði¨ â òåîði¨

êîíäåíñîâàíèõ ñåðåäîâèù � öå ¹ òàêîæ ïðîÿâ òåîðåìè Ãîëäñòîóíà.

3.1. Çàãàëüíå äîâåäåííÿ òåîðåìè Ãîëäñòîóíà

Äîâåäåìî öþ òåîðåìó ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîëè ëàãðàíæåâà ãóñòèíà

ìà¹ âèãëÿä

L = (äîäàíêè ç ïîõiäíèìè)− V (φ) (3.1)
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i ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ñèìåòði¨. Íåõàé φa0 � êîíôi-

ãóðàöiÿ ïîëÿ, ìiíiìiçóþ÷à ïîòåíöiéíó ôóíêöiþ V (φ):

∂

∂φa
V |φa=φa0 = 0. (3.2)

Ðîçêëàäåìî V (φ) â îêîëi öi¹¨ òî÷êè

V (φ) = V (φ0) +
1

2
(φ− φ0)a(φ− φ0)b

(
∂2V

∂φa∂φb

)
φ0

+ . . . (3.3)

Êîåôiöi¹íò ïðè êâàäðàòè÷íîìó äîäàíêó,(
∂2V

∂φa∂φb

)
φ0

= m2
ab, (3.4)

áóäå ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, âëàñíi çíà÷åííÿ ÿêî¨ äîðiâíþþòü êâàäðàòàì

ìàñ ïîëiâ, i âîíè âñi áiëüøå àáî äîðiâíþþòü íóëþ, òàê êàê φ0 � ìiíiìóì.

Äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ íåïåðåðâíî¨ ñèìåòði¨ ìà¹ âèãëÿä

φa → φ+ α∆a(φ),

äå α � íåñêií÷åíî ìàëèé ïàðàìåòð, ∆a(φ) � äåÿêà ôóíêöiÿ âñiõ φ. Îáìå-

æèìñÿ ãëîáàëüíèìè ñèìåòðiÿìè, êîëè ãðóïîâi ïåðåòâîðåííÿ íå çàëåæàòü

âiä êîîðäèíàò. Iíâàðiàíòíiñòü ïîòåíöiàëó âèðàæà¹òüñÿ â ðiâíîñòi

V (φa) = V (φa + α∆a(φ)), (3.5)

àáî

∆a(φ)
∂

∂φa
V = 0. (3.6)

Ïðîäèôåðåíöó¹ìî ïî φb i ïîêëàäåìî φ = φ0:(
∂∆a(φ)

∂φb

)
φ0

(
∂V

∂φa

)
φ0︸ ︷︷ ︸

=0

+∆a(φ0)

(
∂2V

∂φa∂φb

)
φ0

= 0. (3.7)
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ßêùî ïåðåòâîðåííÿ íå çìiíþ¹ φ0 (òîáòî, îñíîâíèé ñòàí ñèìåòði÷íèé), òî

∆a(φ0) = 0, i ñïiâiäíîøåííÿ òðèâiàëüíî.

Ñïîíòàííî ïîðóøåíà ñèìåòðiÿ � öå êîëè ∆a(φ0) 6= 0, òîáòî îñíîâíèé

ñòàí çìiíþ¹òüñÿ ïðè äåÿêèõ ïåðåòâîðåííÿõ. Àëå òîäi ∆a(φ0) ¹ âåêòîð iç

âëàñíèì çíà÷åííÿì íóëü ìàòðèöim2
ab. Òàêèõ âåêòîðîâ ðiâíî ñòiëüêè, ñêiëü-

êè ¹ ïîðóøåíèõ ñèìåòðié, òîáòî ïåðåòâîðåíü, çìiíþþ÷èõ âàêóóì. Òåîðåìà

äîâåäåíà.

4. Åôåêòèâíà äiÿ

Áàæàíî ìàòè ôóíêöiþ òèïà V â êëàñè÷íié òåîði¨, ìiíiìóì ÿêî¨ äàâàë

áè ñåðåäíå ïî âàêóóìó êâàíòîâîãî ïîëÿ 〈0|φ|0〉. Òàêà ôóíêöiÿ i áóäå íàçè-

âà¹òüñÿ åôåêòèâíèì ïîòåíöiàëîì.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä iç ñòàòèñòèêè äëÿ ñèñòåìè ñïiíiâ ó çîâíiøíüîìó

ìàãíiòíîìó ïîëi H. Âiëüíà åíåðãiÿ Ãåëüìãîëüöà F (H) çíàõîäèòüñÿ iç ñòà-

òèñòè÷íî¨ ñóìè

Z(H) = e−βF (H) =

∫
D(s) exp

[
−β
∫
dx(H(s)−Hs(x))

]
.

äå β = 1/kBT ïîâ'ÿçàíî ç òåìïåðàòóðîþ, H(s) � ãóñòèíà åíåðãi¨ ñïiíiâ.

Íàìàãíi÷åíiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïîõiäíà âiëüíî¨ åíåðãi¨

−∂F
∂H

∣∣∣∣
β=const

=
1

β

∂

∂H
lnZ =

1

Z

∫
dx

∫
Ds s(x) exp

[
−β
∫
dx(H(s)−Hs)

]
=

∫
dx〈s(x)〉H ≡M(H). (4.1)

ßê âiäîìî, ïðè òåìïåðàòóði íèæ÷å òî÷êè Êþði íàìàãíi÷åíiñòü çàëèøà¹òü-

ñÿ ñêií÷åíîþ íàâiòü ïðè âèêëþ÷íîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, H→ 0, i ìà¹ ìiñöå
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ñïîíòàííå ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïîâîðîòiâ ó ïðîñòîði. Ñïiââiäíî-

øåííÿ

−∂F (H)

∂H
= M(H) (4.2)

âèêîðèñòó¹ìî, ùîá çíàéòè ìàãíiòíå ïîëå ÿê ôóíêöiþ íàìàãíi÷åííîñòi H =

H(M). Âiëüíà åíåðãiÿ Ãiááñà G(M) ÿê ôóíêöiÿ íàìàãíi÷åííîñòi âèçíà-

÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿÿ Ëåæàíäðà

G(M) = F (H) + MH, G = G(M), H = H(M). (4.3)

Òîäi

∂G(M)

∂Mi
=
∂F (H)

∂Mi
+Mj

∂Hj

∂Mi
+Hi =

∂F

∂Hj

∂Hj

∂Mi
+Mj

∂Hj

∂Mi
+Hi = Hi, (4.4)

äå ìè âèêîðèñòàëè ñïiââiäíîøåííÿ (4.2). ßêùî H = 0, òîäi âiëüíà åíåðãiÿ

äîñÿãà¹ åêñòðåìóìà ïðè âiäïîâiäíîìó çíà÷åííi íàìàãíi÷åííîñòi M,

∂G(M)

∂Mi
= 0. (4.5)

Òåðìîäèíàìi÷íî ñòàáiëüíèé ñòàí âiäïîâiäà¹ ìiíiìóìó âiëüíî¨ åíåðãi¨ Ãiááñà

G(M) ÿê ôóíêöi¨ íàìàãíi÷åííîñòi.
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