
1. Ðiâíÿííÿ ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ãðóïè

Ðîçãëÿíåìî ãîëèé ïðîïàãàòîð G(x−y) = 〈0|TψB(x)ψ̄B(y)|0〉. Éîãî Ôóð'¹

ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ âèãëÿä

G(p) =
i

p̂−mB − Σ(p)
, (1.1)

äå Σ(p) âëàñíà åíåðãiÿ åëåêòðîíà. Îñòàííþ ïiñëÿ âèäåëåííÿ ðîçáiæíèõ

÷àñòèí çàïèøåìî

Σ(p) = Bp̂− A+ Σf(p). (1.2)

Çðîáèìî íàñòóïíi òî÷íi ïåðåòâîðåííÿ

G(p) =
i

p̂(1−B)− (mB − A)− Σf(p)
=

1

1−B
i

p̂− mB−A
1−B − Σf(p)

=
Z2i

p̂−m− Σ2(p)
, Z2 =

1

1−B
. (1.3)

Ìè ìà¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ "ãîëîþ"(çàòðàâî÷íîþ) ìàñîþmB i ñêií÷åíîþ ìàñîþ

åëåêòðîíà m ó âèãëÿäi

m =
mB − A
1−B

⇒ mB = (mZ−1
2 + A. (1.4)

Â ñâîþ ÷åðãó "ãîëèé"i ñêií÷åíèé (ïåðåíîðìîâàíèé) ïðîïàãàòîðè çâ'ÿçàíi

ìóëüòèïëiêàòèâíî

G(p) = Z2Gr, Gr =
i

p̂−m− Σr(p)
. (1.5)

ßê âiäîìî, ïðîöåäóðà âèäåëåííÿ ðîçáiæíîñòåé â (1.2) íå ¹ îäíîçíà÷íîþ,

âîíà çàëèøà¹ íåâèçíà÷åíèìè ñêií÷åíi êîíñòàíòè, ÿêi ìîæíà âiäíåñòè äî

ñêií÷åíî¨ âåëè÷èíè Σf(p). Äîâiëüíi êîíñòàíòè, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ âGr, ìîæíà

çàôiêñóâàòè óìîâàìè íîðìóâàííÿ

Gr(p) ∼
i

p̂−m
, p̂→ m. (1.6)
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Òîáòî, öi êîíñòàíòè ôiêñóþòüñÿ iç óìîâè ïîâåäèíêè ïåðåíîðìîâàíîãî ïðî-

ïàãàòîðà ïîáëèçó ïîëþñà â òî÷öi p̂ = m ç ëèøêîì =i, äå m ¹ ôiçè÷íà ìàñà

åëåêòðîíà.

Óìîâè íîðìóâàííÿ ëåãøå âñüîãî ñôîðìóëþâàòè íà ìîâi îäíî÷àñòèíêîâî-

íåçâiäíèõ (Î×Í) ôóíêöié Ãðiíà, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ñóìà äiàãðàì, ÿêi íå

ìîæíà ðîçáèòè íà äâi ÷àñòèíè, ðîçðiçàÿ îäíó ëiíiþ, êðiì òîãî, âñi çîâíiøíi

ëiíi¨ ââàæàþòüñÿ âèäàëåíèìè (àìïóòîâàíèìè). Íàïðèêëàä, äëÿ G(p) çà

âèçíà÷åííÿì ìà¹ìî

−iΓ(2)(p) = G−1(p) ·G(p) ·G−1(p) = G−1(p) = G−1
0 (p)− (−i)Σ(p). (1.7)

Àíàëîãi÷íî, äëÿ àìïóòîâàíîãî ôîòîííîãî ïðîïàãàòîðà

−iΓ(2)
µν (k) = D−1

µλ (k)Dλρ(k)D−1
ρν = D−1

µν (k)

= i(gµνk
2 − kµkν)(1 + Π(k2)) +

i

ξ
kµkν, (1.8)

i äëÿ âåðøèíè

Γµ(p, p′) = γµ + Λµ(p, p′). (1.9)

Çâ'ÿçîê ïåðåíîðìîâàíèõ i íåïåðåíîðìîâàíèõ ôóíêöié Ãðiíà òîäi äà¹òüñÿ

Γ(2)(p) = Z−1
2 Γ(2)

r (p), (1.10)

Γ(2)
µν (p) = Z−1

3 Γ(2)
rµν(p), (1.11)

Γµ(p, p′) = Z−1
1 Γrµ(p, p

′). (1.12)

Äîâiëüíi êîíñòàíòè â Γr ìîæíà çàôiêñóâàòè óìîâàìè íîðìóâàííÿ.

Íîðìóâàííÿ ïî Äàéñîíó: äëÿ ôåðìiîííî¨ Î×Í ôóíêöi¨ ïîêëàäåìî

Γ(2)
r (p̂)

∣∣∣
p̂=m

= G−1
r (p)

∣∣∣
p̂=m

= 0, (1.13)

∂Γ
(2)
r (p̂)

∂p̂

∣∣∣
p̂=m

= 1, (1.14)
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äëÿ âåðøèííî¨ ôóíêöi¨

Γµr (p, p)
∣∣∣
p̂=m

= γµ. (1.15)

Äîâiëüíó êîíñòàíòó ó ôîòîííié ôóíêöi¨ Γ
(2)
µν (k) ôiêñó¹ìî iç óìîâè

Πr(0) = 0. (1.16)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîê ç íåïåðåíîðìîâàíi ôóíêöiÿìè Ãðiíà, ìîæíà çâiä-

ñè âèçíà÷èòè êîíñòàíòè íîðìóâàííÿ Zi, ãîëó mB, i ãîëèé çàðÿä eB. Íàïðè-

êëàä, iç (1.10), âèêîðèñòîâóþ÷è (1.13),

Γ(2)(p̂ = m) = 0 ⇒ (p̂−mB − Σ(p))
∣∣∣
p̂=m

= 0, (1.17)

çíàõîäèìî ãîëó ìàñó ÿê ôóíêöiþ ôiçè÷íèõ ìàñè i çàðÿäàmB = mB(m, e, µ, n),

à òàêîæ ìàñîâîãî ïàðàìåòðà µ i ðîçìiðíîñòi n (â ðîçìiðíî¨ ðåãóëÿðèçàöi¨).

Òàêîæ iç (1.10), âèêîðèñòîâóþ÷è (1.14), çíàõîäèìî êîíñòàíòó Z2:

∂Γ(2)(p̂)

∂p̂

∣∣∣
p̂=m

= 1− ∂Σ(p̂)

∂p̂

∣∣∣
p̂=m

= Z−1
2 (m,µ, e, n), (1.18)

Êîíñòàíòà Z1 çíàõîäèòüñÿ ç (1.12) i (1.15)

Γµ(p, p)
∣∣∣
p̂=m

= γµZ
−1
1 . (1.19)

Äëÿ êîíñòàíòè Z3 i ãîëîãî çàðÿäà îòðèìó¹ìî

Z−1
3 = 1 + Π(0), (1.20)

eB =
Z1µ

2−n/2

Z2Z
1/2
3

e = Z
−1/2
3 e µ2−n/2. (1.21)

Âèêîðèñòîâóþòü i iíøi óìîâè íîðìóâàííÿ, íàïðèêëàä â åâêëiäîâî¨ îáëàñòi

â òî÷öi p2 = −µ2.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ Î×Í (1PI) ôóíêöié Ãðiíà ìà¹ìî

Γ(ne+nγ=n)(p1, . . . , pn, eB,mB, n) = Z
−ne/2
2 Z

−nγ/2
3 Γ(n)

r (p1, . . . , pn; er,mr, µ, n),

(1.22)
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äå ne � ÷èñëî çîâíiøíiõ ôåðìiîííèõ ëiíié, nγ � ÷èñëî çîâíiøíiõ ôîòîí-

íèõ ëiíié. Ðåíîðìîâàíi ôóíêöi¨ Γ
(n)
r (p1, . . . , pn; er,mr, µ, n) ñêií÷åííi, êîëè

ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó-÷àñó n → 4). Íåïåðåíîðìîâàíi ôóíêöi¨ Ãðiíà íå çà-

ëåæàòü âiä ïàðàìåòðà µ, â òîé ÷àñ ÿê ïåðåíîðìîâàíi ôóíêöi¨ Ãðiíà Γr çà-

ëåæàòü âiä µ ÿê ÿâíî, òàê i íåÿâíî ÷åðåç ïåðåíîðìîâàíi çàðÿä er i ìàñó mr,

ÿêi â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâiëüíî¨ ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ñõåìè âiäðiçíÿþòü-

ñÿ âiä òàêèõ ñàìå ïàðàìåòðiâ â ñõåìi ïåðåíîðìóâàííÿ çà Äàéñîíîì. Òîìó,

î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî

µ
d

dµ
Γ(n)(p1, . . . , pn, eB,mB, n) = 0, (1.23)

i äèôåðåíöþþ÷è ðiâíiñòü (1.22) ïî µ, áåðó÷è äî óâàãè, ùî çàëåæíiñòü âiä

µ ìiñòèòüñÿ â êîíñòàíòàõ Zi, ïàðàìåòðàõ er, mr, i ÿâíèì ÷èíîì â Γ
(n)
r ,

îòðèìó¹ìî(
µ
d

dµ
Z
−ne/2
2

)
Z
−nγ/2
3 Γr+Z

−ne/2
2

(
µ
d

dµ
Z
−nγ/2
3

)
Γr+Z

−ne/2
2 ·Z−nγ/23 ·µ d

dµ
Γr = 0,

(1.24)

àáî

µ
d

dµ
Γr(p1, . . . , pn; er,mr, µ, n)−

(
nγ
2
µ
d

dµ
lnZ3 +

ne
2
µ
d

dµ
Z2

)
Γr = 0. (1.25)

Äàëi, ðîçïèñóþ÷è ïîâíó ïîõiäíó,(
µ
d

dµ
+ µ

∂er
∂µ
· ∂
∂er

+ µ
∂mr

∂µ

∂

∂mr
− nγ

2
· µ∂ lnZ3

∂µ
− ne

2
µ
∂ lnZ2

∂µ

)
Γr = 0.

(1.26)

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

β

(
er,

mr

µ
, n

)
≡ µ

∂er
∂µ

, (1.27)

γm

(
er,

mr

µ
, n

)
≡ µ

∂mr

mr · ∂µ
, γ

(
er,

mr

µ
, n

)
≡ 1

2
µ
∂ lnZ

∂µ
. (1.28)
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Öi ôóíêöi¨¨ ìàþþòü ãðàíèöþ ïðè n → 4, áåçðîçìiðíi i çàëåæàòü âiä er i

âiäíîøåííÿ mr/µ. Â îñòàííüîìó ðiâíÿííi âæå ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi

n→ 4. Ìà¹ìî(
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂er
+ γm ·mr

∂

∂mr
− nγγγ − neγe

)
Γ(n)
r (p1, . . . , pn, er,mr, µ) = 0.

(1.29)

Öå ðiâíÿííÿ ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ãðóïè. Âîíî îçíà÷à¹, ùî ÿâíà çàëåæíiñòü

ïåðåíîðìîâàíèõ ôóíêöié Γ
(n)
r (p1, . . . , pn, er,mr, µ) âiä ïàðàìåòðà µ ïîâèííà

áóòè ñêîìïåíñîâàíà çàëåæíiñòþ âiä íüîãî âåëè÷èí er i mr.

Îá÷èñëèìî ðîçìiðíiñòü Γ
(n)
r . Äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà çàãàëüíîãî âèäó

G(x1, . . . , xn) = 〈0|Tψ(x1) . . . ψ(xne
2

)ψ̄ . . . ψ̄(xne
2

)A(y1) . . . A(ynγ)|0〉,

âðàõîâóþ÷è ðîçìiðíiñòü ïîëiâ [ψ] = m3/2, [Aµ] = m, çíàõîäèìî ðîçìiðíiñòü

[G(x1, . . . , xn)] = m
3
2ne+nγ . (1.30)

Ç Ôóð'¹ ïåðåòâîðåííÿ

G(p1, . . . , pn) =

∫
d4x1 . . . d

4xne
i
∑n
i=1 pixiG(x1, . . . , xn) (1.31)

âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçìiðíiñòü

[G(p1, . . . , pn) = m
3
2ne+nγ−4(ne+nγ), (1.32)

äå ìè âèêîðèñòàëè, ùî [x] = m−1. Äàëi, âèäiëÿþ÷è äåëüòà-ôóíêöiþ,

G(p1, . . . , pn) = δ(p1 + . . .+ pn)Ḡ(p1, . . . , pn),

ìà¹ìî äëÿ ðîçìiðíîñòi Ḡ:

[Ḡ(p1, . . . , pn)] = m4− 5
2ne−3nγ . (1.33)
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Ïiäðàõó¹ìî òåïåð ðîçìiðíiñòü àìïóòîâàíèõ ôóíêöié Ãðiíà

Γ = (G−1)ne(D−1)nγḠ ⇒ [Γ] = mD, (1.34)

äå

D = ne + 2nγ + 4− 5

2
ne − 3nγ = 4− 3

2
ne − nγ (1.35)

(ñïiâïàäà¹ ç iíäåêñîì ðîçáiæíîñòi äiàãðàì âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ Ãðiíà).

Ç ìiðêóâàíü ðîçìiðíîñòi çàïèøåìî Γr ó âèãëÿäi

Γr = µDf

(
p1

µ
, . . . ,

pn
µ
,
mr

µ
, er

)
, (1.36)

äå f ¹ áåçðîçìiðíîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Ç òî÷êè çîðó ôiçèêè íàñ

öiêàâèòü çàëåæíiñòü âiä iìïóëüñiâ, òîìó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âñi iì-

ïóëüñè â Γr çìiíþþòüñÿ îäíî÷àñíî â t ðàçiâ:

Γr(tp1, . . . , tpn,mr, µ, er) = µDf

(
tpi
µ
,
mr

µ
, er

)
. (1.37)

×àñòèííó ïîõiäíó ïî µ ïåðåïèøåì ÿê

µ
∂Γr
∂µ

= µ
∂

∂µ

[
µDf

(
tpi
µ
,
mr

µ
, er

)]
= DΓ2 − t

∂

∂t
Γr −mr

∂

∂mr
Γr. (1.38)

Öå âèïëèâà¹ ç äèôåðåíöþâàííÿ

t
∂

∂t
f

(
tpi
µ

)
=
tpi
µ
f ′,

i äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y), äå x = tp
µ i y = mr

µ ìà¹ìî

µ
∂f

∂µ
= −tp

µ
f ′x −

mr

µ
f ′y = −t∂f

∂t
−mr

∂f

∂mr
.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî äëÿ Γr ðiâíÿííÿ, ÿêå âèðàæà¹ çìiíó ìàñøòàáà(
µ
∂

∂µ
+ t

∂

∂t
+mr

∂

∂mr
−D

)
Γr = 0. (1.39)
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Âèêëþ÷àþ÷è iç äâîõ ðiâíÿíü (1.29) i (1.39) âåëè÷èíó µ∂Γr
∂µ , çíàõîäèìî[

−t ∂
∂t

+ β
∂

∂er
+ (γm − 1)mr

∂

∂mr
+ 4−

(
3

2
+ γe

)
ne − (1 + γγ)nγ

]
×Γr(tp1, . . . , tpn;mr, er, µ) = 0. (1.40)

Öå îñíîâíå ðiâíÿííÿ ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ãðóïè äëÿ îäíî÷àñòèíêîâîíåçâiä-

íèõ ôóíêöié Ãðiíà. Ôóíêöiÿ β íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ãåëë-Ìàííà � Ëîó, à

ôóíêöi¨ γe, γγ, γm - àíîìàëüíèìè ðîçìiðíîñòÿìè. Öå ðiâíÿííÿ ¹ îäíîðiäíèì

ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Âîíî âèðàæà¹

ðåçóëüòàò çìiíè ìàñøòàáà iìïóëüñîâ, âiä ÿêèõ çàëåæèòü Γr, â t ðàç.

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.40) ïðèïóñêàþ÷è, ùî ôóíêöi¨ β, γe, γγ, γm

íàì âiäîìi. Çìiíà t ìîæå áóòè ñêîìïåíñîâàíî çìiíîþ er, mr i çàãàëüíîãî

ìíîæíèêà. Íåõàé ¹ ôóíêöi¨ e(t), m(t) i f(t) òàêi, ùî ðîçâ'ÿçîê ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Γ(n)(tp,mr, er, µ) = f(t)Γ(n)(p,m(t), e(t), µ). (1.41)

Ïîðàõó¹ìî ïîõiäíó ïî t:

t
∂

∂t
Γ(n)(tp,m, e, µ) = t

∂f

∂t
Γ(n) + f(t)

∂m(t)

∂t

∂

∂m(t)
Γ(p,m(t), e(t), µ)

+f(t)t
∂e(t)

∂t

∂

∂e(t)
Γ(n)(p,m(t), e(t), µ)

=

(
t
df

dt
+ f · t∂m

∂t

∂

∂m(t)
+ f · t∂e

∂t

∂

∂e(t)

)
Γ(n)(p,m(t), e(t), µ)

=

(
t
df

dt
+ f · t∂m

∂t

∂

∂m
+ f · t∂e

∂t

∂

∂e

)
1

f(t)
Γ(n)(tp,mr, er, µ). (1.42)

Áóäåìî âèìàãàòè øîá ðîçâ'ÿçîê ó ôîðìi (1.41) òîòîæíüî çàäîâîëüíÿâ ðiâ-

íÿííÿ (1.40). Ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàííié âèðàç â (1.40), i ïîðiâíþþ÷è êîåôi-

öi¹íòè, çíàõîäèìî

t
∂e(t)

∂t
= β(e), e(1) = er, (1.43)
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t
∂m(t)

∂t
= m(t)(γm − 1), m(1) = mr, (1.44)

1

f
t
∂f

∂t
= 4−

(
3

2
+ γe

)
ne − (1 + γγ)nγ, f(1) = 1. (1.45)

Ôóíêöiÿ e(t) íàçèâà¹òüñÿ áiãó÷îþ êîíñòàíòîþ âçi¹ìîäi¨, àáî åôåêòèâíèì

çàðÿäîì, ÿêèé çàëåæèòü âiä ìàñøòàáà åíåðãi¨¨ - iìïóëüñà íà ÿêîìó âií

âèìiðþ¹òüñÿ, m(t) � áiãó÷à ìàñà. Öi ôóíêöi¨ ìîæíà çíàéòè, çíàÿ β(er)

i γm(er). Òåõíi÷íî òðóäíî ïðîiíòåãðóâàòè ðiâíÿííÿ äëÿ e(t) i m(t), òàê ÿê

β i γm çàëåæàòü âiä äâîõ çìiííèõ e(t) òà m
( t)µ, i ìà¹ìî çâ'ÿçàíó ñèñòåìó

ðiâíÿíü. Iñíóþòü, îäíàê, ðåöåïòè ïåðåíîðìóâàíü, êîëè β i γm ñòàþòü íå çà-

ëåæíèìè âiä ìàñ (ò'Õîîôò, Âàéíáåðã). Òîäi ðiâíÿííÿ äëÿ e(t) i m(t) ìîæíà

ïðîiíòåãðóâàòè.

Äëÿ f(t) ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

∂ ln f

∂ ln t
= 4−

(
3

2
− γe

)
ne − (1 + γγ)nγ (1.46)

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ëåãêî çíàõîäèòüñÿ

f(t) = t4−
3
2ne−nγ exp

−ne t∫
1

γe(t)
dt

t
− nγ

t∫
1

γγ(t)
dt

t

 . (1.47)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ðåíîðìãðóïè ìà¹ âèãëÿä

Γ(n)(tp,mr, er, µ) = t4−
3
2ne−nγ exp

−ne t∫
1

γe(e(t))dt

t
− nγ

t∫
1

γγ(e(t))dt

t


× Γ(n)(p,m(t), e(t), µ). (1.48)

Åêñïîíåíöiàëüíèé äîäàíîê ïðèâîäèòü äî ïîÿâè òàê çâàíèõ �àíîìàëüíèõ

ðîçìiðíiñòåé�, ùî ëåãêî áà÷èòè äëÿ ÷àñòíîãî ðîçâ'ÿçêó, êîëè e = e0 = const

i β(e) = 0, êîëè ìíîæíèê ïåðåä Γ(n)(p,m(t), e(t), µ) çâîäèòüñÿ äî

t4−( 3
2+γe(e0))ne−(1+γγ(e0))nγ . (1.49)
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Òîáòî, êàíîíi÷íi ðîçìiðíîñòi ïîëåé 3/2 i 1 çàìiíþþòüñÿ â ðåçóëüòàòi âçà¹-

ìîäi¨ íà äèíàìi÷íi ðîçìiðíîñòi 3
2 + γe(e0) i 1 + γγ(e0), âiäïîâiäíî. Äîäàíêè

γe(e0) i γγ(e0) äî êàíîíi÷íèõ ðîçìiðíîñòåé çâóòüñÿ àíîìàëüíèìè ðîçìiðíî-

ñòÿìè âiäïîâiäíèõ ïîëåé.

2. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííü ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ãðóïè ó äðóãîìó ïîðÿäêó òåîði¨

çáóðåíü.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè áåòà-ôóíêöiÿ íå çàëåæèòü âiä ìàñè

t
∂e(t)

∂t
= β(e(t)) ⇒ t

∂e2(t)

∂t
= 2e(t)β(e(t)) = β̃(e2(t)). (2.1)

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

t
∂g(t)

∂t
= β(g(t)), g(1) = gr. (2.2)

Â åëåêòðîäèíàìèöi ìè çíàéøëè ó äðóãîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü çâ'ÿçîê

ìiæ ãîëèì i ôiçè÷íèì çàðÿäàìè (ïîçíà÷èìî e ≡ er)

eB = eZ
−1/2
3 µ

4−n
2 , Z3 = 1− e2

6π2(4− n)
, (2.3)

àáî ç òî÷íiñòþ äî e2,

eB ' e

(
1 +

e2

12π2(4− n)

)
µ

4−n
2 , (2.4)

Îñêiëüêè ãîëèé çàðÿä eB íå çàëåæèòü âiä µ, òî äèôåðåíöiþþ÷è îñòàííþ

ðiâíiñòü ïî µ, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ áåòà-ôóíêöi¨

0 = β

(
1 +

e2

4π2(4− n)

)
µ

4−n
2 +

4− n
2

µ
4−n
2

(
1 +

e2

12π2(4− n)

)
, (2.5)

çâiäêè ç íàøîþ òî÷íiñòþ çíàõîäèìî

β(e) =
n− 4

2
e
1 + e2

12π2(4−n)

1 + e2

4π2(4−n)

' n− 4

2
e

(
1− e2

6π2(4− n)

)
. (2.6)
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ßê âæå ñòâåðäæóâàëîñÿ, áåòà-ôóíêöiÿ ¹ ñêií÷åíîþ â ãðàíèöi êîëè n→ 4,

β(e) =
e3

12π2
, n = 4. (2.7)

Ðiâíÿííÿ äëÿ åôåêòèâíî¨ êîíñòàíòè âçà¹ìîäi¨

t
∂e(t)

∂t
=
e3(t)

12π2
⇒ t

∂e2(t)

∂t
=
e4(t)

6π2
, e(1) = er. (2.8)

Öå ðiâíÿííÿ ëåãêî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ

e2(t) =
e2
r

1− e2r
6π2 ln t

, (2.9)

àáî, ââîäÿ÷è ïîñòiéíó òîíêî¨ ñòðóêòóðè α = e2
r/4π, i âiäïîâiäíî áiãó÷ó

α(t) = e2(t)/4π, ïåðåïèøåì ó âèãëÿäi

α(t) =
α

1− 2α
3π ln |p|m

=
α

1− α
3π ln p2

m2

, t =
|p|
m
. (2.10)

α(t) ñòà¹ � 1 â îáëàñòi 1 − α
3π ln p2

m2 ' 0 i â òî÷öi p2 = m2e
3π
α âèíèêà¹

ïîëþñ, ÿêèé çâåòüñÿ ïîëþñîì Ëàíäàó. Àëå òàêi çíà÷åííÿ åíåðãi¨ íåìîæ-

ëèâî äîñÿãòè ôiçè÷íî. Áiëüø òîãî, çi çðîñòàííÿì åíåðãi¨ âñòóïàþòü â äiþ

iíøi âçà¹ìîäi¨, ñèëüíi i ñëàáêi, à çãîäîì i ãðàâiòàöiéíi. Òîáòî, êâàíòîâà

åëåêòðîäèíàìèêà íå ¹ ôiçè÷íî çàìêíåíîþ òåîði¹þ. Çàëåæíiñòü åôåêòèâíî¨

êîíñòàíòè âiä åíåðãi¨ ïiäòâåðäæåíà íà åêñïåðèìåíòi. Íàïðèêëàä, ïðè åíåð-

ãi¨ ïîðÿäêó 200 Ãåâ åôåêòèâíà êîíñòàíòà α äîðiâíþ¹ 1/127 çàìiñòü 1/137

ïðè íèçüêèõ åíåðãiÿõ.

Â ñêàëÿðíié åëåêòðîäèíàìiöi ç âçà¹ìîäi¹þ λΦ4/4! áåòà-ôóíêöiÿ ìà¹

âèãëÿä

β(λ) = 3λ2/16π2 +O(λ3). (2.11)

Äëÿ íåàáåëüîâèõ òåîðié ßíãà-Ìiëñà ç nf ÷èñëîì ôåðìiîíiâ i êîëüîðîâî¨
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ãðóïîþ SU(3)

β(g) =
g3

16π2

(
−11 +

2nf
3

)
< 0, ÿêùî nf ≤ 16. (2.12)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ äëÿ åôåêòèâíî¨ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó äà¹

g2(t) =
g2
r

1− g2r
8π2 (−11 + 2nf/3) ln t

. (2.13)

Öÿ åôåêòèâíà âçà¹ìîäiÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, g2(t)→ 0, ïðè âåëèêèõ ïåðåäàí-

íèõ iìïóëüñàõ (t|p|/m → ∞), àáî ìàëèõ âiäñòàíÿõ. Öå ÿâèùå îòðèìàëî

íàçâó àñèìïòîòè÷íî¨ ñâîáîäè, ÿêå âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â êâàíòîâié õðî-

ìîäèíàìiöi - êâàðêè ïîâîäÿòü ñåáå ÿê ìàéæå âiëüíi ÷àñòèíêè íà ìàëèõ

âiäñòàíÿõ.

2.1. Êâàíòîâà õðîìîäèíàìiêà

Ó êâàíòîâié õðîìîäèíàìèöi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðåíîðìîâàíîþ i ãîëîþ

êîíñòàíòàìè çâ'ÿçêó ó äðóãîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü ìà¹ âèãëÿä

gr = g

[
1− g2

4π2

(
11

12
C2(G)− 1

3
TrNf

)(
1

n− 4
+ lnµ

)]
, (2.14)

äå C2(G) = Nc� îïåðàòîð Êàçèìiðà äëÿ êîëüîðîâî¨ ãðóïè G = SU(Nc),

Tr = 1/2 äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ. Äèôåðåíöþþ÷è öå ñïiââië-

íîøåííèÿ ïî µ, çíàõîäèìî áåòà-ôóíêöiþ:

β(gr) = µ
dgr(µ)

dµ
= − g3

4π2

(
11C2

12
− Nf

6

)
' − g3

r

4π2

11C2(G)− 2Nf

12
. (2.15)

Äëÿ êîëüîðîâî¨ ãðóïè SU(3) Nc = 3 i êîåôiöi¹íò 11C2(G) − 2Nf > 0 ÿê-

ùî ÷èñëî ôåðìiîíiâ (àðîìàòiâ) Nf < 16; áåòà-ôóíêöiÿ â öüîìó âèïàäêó

âiä'¹ìíà, ùî âåäå äî àñèìïòîòè÷íî¨ ñâîáîäè.
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Â òåðìiíàõ êîíñòàíòè αs = g2r
4π - àíàëîãà ïîñòiéíî¨ òîíêî¨ ñòðóêòóðè â

ÊÅÄ,

β(αs) = −bα
2
s

π
, µ

dαs
dµ

= −bα
2
s

π
, b =

11Nc − 2Nf

6
. (2.16)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ðåíîðìãðóïè

αs(µ
2) =

α

1 + α
2πb ln µ2

M2

, (2.17)

äå âèêîðèñòàíà ãðàíè÷íà óìîâà α = αs(µ
2 = M 2). Âiäïîâiäü çâè÷àéíî

çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

αs(µ
2) =

2π

b ln µ2

Λ2

, Λ2 = M 2e−
2π

bα(M) , (2.18)

äå ââîäèòüñÿ ðîçìiðíèé ïàðàìåòð ÊÕÄ Λ, íåçàëåæíèé âiä âèáîðó òî÷êè

íîðìóâàííÿ M (ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî MdΛ/dM = 0).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

a(µ2) =
αs(µ

2)

π
=
g2
r(µ

2)

4π2
. (2.19)

Òîäi äëÿ âíåñêiâ â áåòà-ôóíêöiþ âiä ïåòëüîâèõ äiàãðàì ìîæíà çàïèñàòè

µ
da

dµ
= β(a) = −ba2[ 1︸︷︷︸

1-loop

+ ca︸︷︷︸
2-loop

+c2a
2 + c3a

3 + . . .] (2.20)

Êîåôiöi¹íòè b, c íå çàëåæàòü âiä ñõåìè âiäíiìàíü, âñi âèùi çàëåæàòü. Âñi

êîåôiöi¹íòè b, c, c2, c3 áóëè îá÷èñëåíi â MS ñõåìi, äëÿ äâîïåòëüîâîãî âíåñêó

c =
153− 19Nf

12b
.

Ðîçâ'ÿçîê ðåíîðìãðóïîâîãî ðiâíÿííÿ â 2-õ ïåòëüîâîìó íàáëèæåííi ìî-

æå áóòè çàïèñàíî ÷åðåç òðàíñöåíäåíòíó ôóíêöiþ Ëàìáåðòà, âèçíà÷à¹ìîþ

íåÿâíî ðiâíÿííÿì

W (z)eW (z) = z. (2.21)
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Ìà¹ìî

α(µ2) = − 1

c[1 +W (z(µ))]
, z(µ) = −1

c

(µ
Λ

)−b/c
. (2.22)

Â âèùèõ ïîðÿäêàõ áiãó÷à êîíñòàíòà ñòà¹ çàëåæíîþ âiä ñõåìè âiäíiìàíü.

Ñïåöiàëüíèé âèáið òàêî¨ ñõåìè áóâ çàïðîïîíîâàíî¨ Õîîôòîì, äå âñi c2 =

c3 = . . . = 0.

3. Ðiâíÿííÿ äëÿ åôåêòèâíî¨ êîíñòàíòè âçà¹ìîäi¨. Çàãàëüíèé àíàëiç.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ äëÿ åôåêòèâíî¨ êîíñòàíòè âçà-

¹ìîäi¨

µ
dg(µ)

dµ
= β(g(µ)) ⇒ dµ

µ
=

dg

β(g)
, g(µ = µ0) = gr, (3.1)

ÿêå ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

ln
µ

µ0
=

g(µ)∫
gr

dx

β(x)
. (3.2)

Çíàííÿ β-ôóíêöi¨ äîçâîëÿ¹ çíàéòè g(µ) ç îñòàííüîãî âèðàçó. Ó çàãàëüíîìó

âèïàäêó, ïîçà ìåæàìè òåîði¨ çáóðåíü, ìîæëèâi íàñòóïíi âèïàäêè.

à) Íåõàé áåòà-ôóíêöiÿ äîäàòíÿ, β(g) > 0, i çàëèøà¹òüñÿ äîäàòêîâîþ ïðè

âñiõ g, i ïðè öüîìó iíòåãðàë â (3.2) çáiãà¹òüñÿ,

∞∫
dx

β(x)
<∞. (3.3)

Òîäi åôåêòèâíà êîíñòàíòà âçà¹ìîäi¨ g(µ) ìîíîòîííî çðîñòà¹ i ñòà¹ íåñêií-

÷åíîþ ïðè ñêií÷åííîìó çíà÷åííi E:

E∞ = µ0 exp

( ∞∫
g(µ0)

dg

β(g)

)
.
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Òàêà ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi ÿêùî îáìåæèòèñÿ

äðóãèì ïîðÿäêîì òåîði¨ çáóðåíü, äå

β(g) =
g2

6π2
, g = e2.

Âiäïîâiäíà ãðàíè÷íà åíåðãiÿ

E∞ = µ0 exp

(
6π2

gµ0

)
.

Çâè÷àéíî, íàáëèæåííÿ β(g) = g2/6π2 ñòà¹ íåïðèéíÿòíèì ðàíiøå, íiæ áóäå

äîñÿãíóòà åíåðãiÿ E∞, òàê ÿê çàðÿä ñòà¹ âåëèêèì, i òåîðiÿ çáóðåíü ïåðåñòà¹

áóòè çàñòîñîâíîþ.

Ïåðåðiç àáî áóäü-ÿêà ôiçè÷íà âåëè÷èíà ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

R = µDf

(
E

µ
,X, g(µ)

)
,

äåD� ìàñîâà ðîçìiðíiñòü âåëè÷èíèR,X � âiäíîøåííÿ åíåðãåòè÷íèõ çìií-

íèõ. Âåëè÷èíà R íå çàëåæàòü âiä µ, òîáòî, µdR/dµ = 0, ùî îçíà÷à¹ êîìïåí-

ñàöiþ ÿâíî¨ çàëåæíîñòi âiä µ ÷åðåç çàëåæíiñòü ïåðåíîðìîâàííî¨ êîíñòàíòè

çâ'ÿçêó. Ïîêëàäåìî äîâiëüíèé ïàðàìåòð µ = E,

R(E) = EDf(1, X, g(E)).

Çàëåæíiñòü âiä E âèçíà÷à¹òüñÿ åôåêòèâíîþ êîíñòàíòîþ âçà¹ìîäi¨ g(E)

(êðiì òðèâiàëüíî¨ çàëåæíîñòi ED), ÿêà çíàõîäèòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (3.1).

á) Ìîíîòîííå çðîñòàííÿ.

Íåõàé áåòà-ôóíêöiÿ β(g) äîäàòíÿ i çðîñòà¹ ç ðîñòîì g, àëå äîñòàòíüî

ïîâiëüíî, òàê ùî iíòåãðàë â (3.2) ðîçáiãà¹òüñÿ,

∞∫
dg

β(g)
=∞. (3.4)
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Íàïðèêëàä, íåõàé àñèìïòîòè÷íî áåòà-ôóíêöiÿ ïîâîäèòü ñåáå ÿê β(g) ∼ bgk,

g →∞, b > 0, k < 1. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü ðåíîðìãðóïè áóäå

gE =

[
1 + (1− k)bgk−1

µ ln
E

µ

]1/(1−k)

gµ.

ßêùî gµ ìàëî ïðè äåÿêîìó µ, òî ðîñò gE áóäå ïîìiòíèé òiëüêè ïðè äóæå

âåëèêèõ E.

gE → [(1− k)b lnE]1/(1−k), E →∞.

Àñèìïòîòè÷íå ïîâåäiíêà ¹ íå çàëåæíîþ âiä gµ.

â) Ôiêñîâàíà òî÷êà ïðè ñêií÷åííîìó çíà÷åííi êîíñòàíòè.

Òî÷êè g0, äå β-ôóíêöiÿ îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, íàçèâàþòüñÿ ôiêñîâàíèìè

òî÷êàìè. Ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø ïîøèðåíèé âèïàäîê, êîëè íóëü β-ôóíêöi¨

¹ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïîáëèçó íüîãî

β(g) = (g − g0)β
′(g0), (3.5)

i ðiâíÿííÿ (3.2) ïðèéìà¹ âèãëÿä

t
dg

dt
= (g − g0)β

′(g0), t = µ/µ0, g(µ = µ0) = gr. (3.6)

Öå ðiâíÿííÿ ëåãêî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ

dg

g − g0
= β′(g0)

dt

t
⇒

g(t)∫
gr

dx

x− g0
= β′(g0) ln t,

çâiäêè çíàõîäèìî

ln

∣∣∣∣g(t)− g0

gr − g0

∣∣∣∣ = β′ ln t. (3.7)

ßêùî gr > g0, òî

g(t) = g0 + (gr − g0)t
β′(g0). (3.8)
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Î÷åâèäíî, ùî ãðàíèöþ t → ∞ ìîæíà äîñëiäèòè ó âèïàäêó β′ < 0. Òîäi

åôåêòèâíà êîíñòàíòà âçà¹ìîäi¨ ïðÿìó¹ äî ôiêñîâàííî¨ òî÷êè

g(t)→ g0, t→ +∞. (3.9)

Â öüîìó âèïàäêó g0 çâåòüñÿ óëüòðàôiîëåòîâî-ñòàáiëüíîþ òî÷êîþ.Òàêèé æå

ðåçóëüòàò îäåðæó¹ìî i äëÿ gr < g0. Â îêîëi ôiêñîâàíî¨ òî÷êè àíîìàëüíà

ðîçìiðíiñòü ïîëÿ

γ(g) ∼ γ(g0) + c(g − g0) +O((g − g0)
2). (3.10)

Ôóíêöiÿ Ãðiíà áóäå ìiñòèòè ìíîæíèê

Γ(n) ∼ E4− 3
2ne−nγ exp

[
−

E∫
γe(gµ)

dµ

µ
ne −

E∫
γγ(gµ)

dµ

µ
nγ

]
'

' E4−( 3
2+γe(g0))ne−(1+γγ(g0))nγ .

Òîìó γγ, γe íàçèâàþòüñÿ àíîìàëüíèìè ðîçìiðíîñòÿìè ôîòîííîãî i åëåêòðîí-

ïîçiòðîííîãî ïîëiâ, âiäíîñíî.

ã) Àñèìïòîòè÷íà ñâîáîäà.

Íåõàé áåòà-ôóíêöiÿ ïîâîäèòü ñåáå ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ êîíñòàíòè âçà-

¹ìîäi¨

β(g) ' −bg4, b > 0, n > 1, g → 0. (3.11)

Ðîçâ'ÿçîê ðåíîðìãðóïîâîãî ðiâíÿííÿ áóäå

gE = gµ

[
1 + b(n− 1)gn−1

µ ln
E

µ

]−1/(n−1)

. (3.12)

Ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ åíåðãi¨ êôåêòèâíà êîíñòàíòà ïðÿìó¹ äî íóëÿ,

gE → [b(n− 1) lnE]−1/(n−1) → 0, E →∞, (3.13)
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òîáòî, ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ñâîáîäà. Ïîâåäiíêà àíîìàëüíèõ ðîçìiðíî-

ñòåé â ãðàíèöi ìàëèõ g çíàõîäèòüñÿ ç òåîði¨ çáóðåíü,

γ(g) ∼ cgm.

Òîäi äëÿ ôóíêöié Ãðiíà Γ

Γ ∼ exp

(
−

E∫
γ(gµ)

dµ

µ

)
→ exp

[
−c

E∫
[b(n− 1) lnµ]−

m
n−1
dµ

µ

]

∼ exp

[
−c[b(n− 1)]−m/(n−1)

1− m
n−1

(lnE)1− m
n−1

]
. (3.14)

Òîìó, ó âèïàäêó àñèìïòîòè÷íî¨ ñâîáîäè íå âèíèêà¹ ïîïðàâîê äî åôåêòèâíî¨

ðîçìiðíîñòi.
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