
1. Êëàñè÷íi ïîëÿ ßíãà � Ìiëñà

Âêëþ÷åííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîäîâ-

æåííÿ ïîõiäíî¨ ∂µ → Dµ = ∂µ + ieAµ â ëàãðàíæiàíå äëÿ ìàòåðiàëüíèõ

ïîëiâ.

Äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ öå äà¹ ëàãðàíæåâó ãóñòèíó

L = (Dµϕ)∗(Dµϕ)− 1

4
FµνF

µν − V (ϕ∗ϕ), (1.1)

ÿêà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ëîêàëüíèõ êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

ϕ(x)→ eiα(x)ϕ(x), Aµ(x)→ Aµ −
1

e
∂µα(x),

àáî, åêâiâàëåíòíî,

ϕ(x)→ ϕ′ = eieΛ(x)ϕ(x), Aµ → A′µ = Aµ − ∂µΛ(x). (1.2)

Öi ïåðåòâîðåííÿ âiäíîñÿòüñÿ äî àáåëüîâî¨ ãðóïè U(1) ëîêàëüíèõ ïåðåòâî-

ðåíü. Êîâàðiàíòíà ïîõiäíà ïðè öüîìó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ òàêèì æå ÷èíîì ÿê

i ñàìî ïîëå, òîáòî, äîìíîæà¹òüñÿ íà ôàçîâèé ìíîæíèê

D′µϕ
′
µ(x) = eieΛ(x)Dµϕ(x). (1.3)

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåííÿ íà ãðóïè áiëüø ñêëàäíèõ íåàáåëüîâèõ ãðóï, äå

ïîëÿ íàëåæàòü äî äåÿêîãî ïðåäñòàâëåííÿ ãðóïè

ϕa → ϕ′a = Uabϕb, U = exp(iωaTa). (1.4)

Ìàòðèöi Ta ¹ ãåíåðàòîðàìè ãðóïè, iíäåêñ a ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ a = 1, . . . , d(G),

äå d(G) ðîçìiðíiñòü ãðóïè. Äëÿ óíiòàðíèõ ãðóï

UU+ = U+U = 1, (1.5)
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à ãåíåðàòîðè ¹ åðìiòîâèìè ìàòðèöÿìè T+
a = Ta äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ

êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

[Ta, Tb] = if cabTc � àëãåáðà Ëi. (1.6)

Êîåôiöiåíòè f cab = −f cba íàçèâàþòüñÿ ñòðóêòóðíèìè êîíñòàíòàìè ãðóïè ÿêi

¹ äiéñíèìè äëÿ óíiòàðíî¨ ãðóïè. Íàïðèêëàä, äëÿ ãðóïè SU(2) ãåíåðàòîðè

ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè Ïàóëi, Ta = τa
2 , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíèì

ñïiââiäíîøåííÿì,

[Ta, Tb] = iεabcTc, (1.7)

äå ñòðóêòóðíèìè êîíñòàíòàìè ¹ ïîâíiñòþ àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð εabc.

Ìû õî÷åìî ìàòè ëàãðàíæiàí, iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëîêàëüíèõ êàëiáðó-

âàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

U(x) = exp (iωa(x)Ta) . (1.8)

Î÷åâèäíî, ÷ëåíè ç ïîõiäíîþ â ëàãðàíæiàíi íå ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî

òàêèõ ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

∂µϕ→ ∂µ(Uϕ) = U∂µϕ+ ∂µUϕ 6= U∂µϕ. (1.9)

Ïî àíàëîãi¨ ç åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì ââåäåìî ïîäîâæåíó ïîõiäíó

∂µ → Dµ = ∂µ + igAµ(x), A†µ = Aµ.

äå Aµ(x) òåïåð ìàòðèöÿ. Óìîâà A†µ = Aµ âèìàãà¹òüñÿ äëÿ òîãî, ùîá ïîõiäíà

áóëà àíòèåðìiòîâèì îïåðàòîðîì ÿê i çâè÷àéíà ïîõiäíà. Âèìàãà¹ìî äàëi,

ùîá ïîõiäíàDµϕ ïåðåòâîðþâàëàñü êîâàðiàíòíèì ÷èíîì ïðè ïåðåòâîðåííÿõ

(1.8)

D′µϕ
′ = UDµϕ = UDµU

−1ϕ′, (1.10)
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çâiäêè, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ϕ′, ïîõiäíà ïîâèííà ïåðåòâîðþâàòèñü

D′µ = UDµU
−1. (1.11)

Ðîçïèñóþ÷è öåé çàêîí ïåðåòâîðåííÿ,

∂µ + igA′µ = U(∂µ + igAµ)U−1 = ∂µ + igUAµU
−1 + U∂µU

−1, (1.12)

çíàõîäèìî ÿê ïîâèííî ïåðåòâîðþâàòèñü êàëiáðóâàëüíå ïîëå

A′µ = UAµU
−1 +

1

ig
U∂µU

−1. (1.13)

Â ÿêîñòi Aµ äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè Aµ, ùî íàëåæèòü àëãåáði Ëi, ïðè öüîìó

UAµU
−1 òàêîæ íàëåæèòü àëãåáðå îñêiëüêè UTaU

−1 çàäîâîëüíÿþòü êîìì-

òàöiîíèì ñïiââiäíîøåííÿì. Ðîçêëàäåìî ìàòðèöþ Aµ ïî áàçiñíèì ìàòðèöÿì

âiäïîâiäíî¨ àëãåáðè Ëi

Aµ(x) = Aa
µ(x)Ta, (1.14)

äå êîåôiöiåíòè ðîçêëàäó Aa
µ ¹ äiéñíèìè ïîëÿìè âíàñëiäîê åðìiòîâîñòi Aµ i

T a.

Ðîçãëÿíåìî iíôiíiòåçiìàëüíi ïåðåòâîðåííÿ

A′aµ Ta = (1 + iωaTa)A
b
µTb(1− iωcTc) +

1

ig
(1 + iωaTa)∂µ(1− iωbTb)

' Ab
µTb + iωaAb

µ[Ta, Tb]−
1

g
∂µω

aTa, (1.15)

çâiäêè

A′aµ Ta = Aa
µTa + iωaAb

µ · if cabTc −
1

g
∂µω

aTa, (1.16)

àáî äëÿ êîåôiöiåíòiâ

A′aµ = Aa
µ − fabcωbAc

µ −
1

g
∂µω

a. (1.17)
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Iíôiíiòåçiìàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà çàïèñàòè ÿê êîâàðiàíòíó ïîõiäíó âiä

ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ïåðåòâîðåííÿ

δAa
µ = −1

g

{
∂µω

a − gfabcAb
µω

c
}

= −1

g
(Dµω)a . (1.18)

Ïåðåòâîðåííÿ ïîëiâ ßíãà � Ìiëñà óíiâåðñàëüíî i íå çàëåæèòü âiä ïðåä-

ñòàâëåííÿ, ïî ÿêîìó ïåðåòâîðóþòüñÿ ïîëÿ ìàòåði¨, îñêiëüêè âîíî çàëåæèòü

òiëüêè âiä ôóíäàìåíòàëüíèõ êîíñòàíò ãðóïè.

Íàì òðåáà çíàéòè òåïåð ëàãðàíæiàí äëÿ ïîëÿ ßíãà-Ìiëñà, ÿêèé áóâ áè

iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü (1.13). Ïîðàõóåìî êîìóòàòîð êîâàðiàíò-

íèõ ïîõiäíèõ

[Dµ, Dν]ϕ = [∂µ + igAµ, ∂ν + igAν]ϕ

= ((∂µ + igAµ)(∂ν + igAν)− (∂ν + igAν)(∂µ + igAµ))ϕ

= (∂µ∂ν + ig∂µAν + igAν∂µ + igAµ∂ν − g2AµAν

− ∂µ∂ν − ig∂νAµ − igAµ∂ν − igAν∂µ + g2AνAµ)ϕ

= ig(∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν])ϕ ≡ igFµνϕ, (1.19)

i âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ϕ ìà¹ìî îïåðàòîðíó ðiâíiñòü

[Dµ, Dν] = igFµν, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν]. (1.20)

Àíòiñèìåòðè÷íèé òåíçîð Fµν íàãàäó¹ òåíçîð åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Çà-

óâàæèìî îäíàê, ùî íà âiäìiíó âiä åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ òåíçîð ïîëiâ

ßíãà-Ìiëñà ìiñòèòü íåëiíiéíi ïî Aµ äîäàíêè ó âèãëÿäi êîìóòàòîðà. Íåâàæ-

êî âñòàíîâèòè çàêîí ïåðåòâîðåííÿ öüîãî òåíçîðà âiäíîñíî ëîêàëüíèõ êàëiá-

ðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

F ′µν = [D′µ, D
′
ν] == [UDµU

−1, UDνU
−1] = UFµνU

−1, (1.21)
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ÿêèé íà âiäìiíó âiä ïîëÿ Aµ(x) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ êîâàðiàíòíèì ÷èíîì. Ðîç-

êëàäàþ÷è òåíçîð Fµν ïî áàçiñó àëãåáðè Ëi,

F a
µνTa = (∂µA

a
ν−∂νAa

µ)Ta+ igAb
µA

c
ν[Tb, Tc] = (∂µA

a
ν−∂νAa

µ)Ta− gfabcTaAb
µA

c
ν,

(1.22)

çíàõîäèìî êîåôiöiåíòè ðîçêëàäó

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ − gfabcAb
µA

c
ν. (1.23)

Î÷åâèäíî trFµνF
µν ' ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

i ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ ïîáóäîâè êiíåòè÷íîãî äîäàíêó êàëiáðóâàëü-

íîãî ïîëÿ â ëàãðàíæiàíi

L = −1

2
trFµνF

µν = −1

2
F a
µνF

bµν trTaTb = −1

4
F a
µνF

aµν, (1.24)

äå ìè âèêîðèñòàëè íîðìóâàííÿ ãåíåðàòîðiâ

trTaTb =
1

2
δab.

Ìè òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ëàãðàíæåâó ãóñòèíó äëÿ êâàíòîâî¨ õðîìîäèíà-

ìèêè, ÿêà îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ êâàðêiâ i ãëþîíiâ, i ÿêà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî

ëîêàëüíî¨ êàëiáðóâàëüíî¨ ãðóïè SU(3),

L = −1

4
F a
µνF

aµν + ψ̄ik[iγ
µ(Dµ)ij −mkδklδ

ij]ψjl . (1.25)

Êâàðêîâi ïîëÿ ψik íàëåæèòü äî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ãðóïè

SU(3), òîáòî ìàþòü �êîëüîðîâèé� iíäåêñ i, j = 1, 2, 3 (red, yellow, blue).

Iíäåêñè k, l = 1, . . . , Nf îïèñóþòü àðîìàòè êâàðêîâ. Íàðàçi âiäîìî, ùî ¹

øiñòü àðîìàòiâ, Nf = 6 (up, down, strange, charm, top/true, bottom/beauty),

ÿêi ïî âiäíîøåííþ äî ãðóïè SU(2) ñëàáêèõ âçà¹ìîäié çàïèñóòü â äóáëåòàõ u

d

 ,

 c

s

 ,

 t

b

 Q = 2/3

Q = −1/3
(1.26)
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äå âåðõíi êâàðêè u, c, t ìàþòü åëåêòðè÷íèé çàðÿä +2/3, à íèæíi d, s, b

- çàðÿä −1/3. Àäðîíè i ìåçîíè ¹ çâ'ÿçàíèìè ñòàíàìè êâàðêiâ, íàïðèêëàä,

ñêëàä ïðîòîíiâ i íåéòðîíiâ çàïèñó¹òüñÿ ÿê p = (uud), n = (udd). Ïàðàìåò-

ðè ìàñ, ùî âõîäÿòü äî ëàãðàíæûàíó, âèçíà÷àþòüñÿ ç åêñïåðèìåíòó i ìàþòü

íàñòóïíi çíà÷åííÿ

mu = 2.16± 0.25 MeV, mc = 1.27± 0.02 GeV, mt = 172.76± 0.30 GeV.

md = 4.65± 0.47 MeV, ms = 99.6± 4.3 MeV, mb = 4.18± 0.03 GeV.
(1.27)

Äî ñèõ ïið ìè ðîçãëÿäàëè êîâàðiàíòíó ïîõiäíó, ÿêà äi¹ íà íàáið ïîëåé

ϕi ÿê ìàòðèöÿ íà âåêòîð: (δij∂µ + iAa
µT

a
ij)ϕj. Ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÿê äi¹ êî-

âàðiàíòíà ïîõiäíà íà ìàòðèöó ω(x), ÿêà íàëåæèòü àëãåáðå Ëi? Ðîçãëÿíåìî

äiþ ïîõiäíî¨ íà âåêòîð (ω · ϕ)a,

Dµ(ω · ϕ)a = ∂µ(ω · ϕ)a + ig(Aµ · ωϕ)a. (1.28)

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, áóäåìî âèìàãàòè, ùîá êîâàðiàíòíà ïîõiäíà Dµ çàäîâîëü-

íÿëî ïðàâèëó Ëåéáíiöà, òîáòî, äiÿëà íà äîáóòîê

Dµ(ω · ϕ)a = (Dµω)ab · ϕb + ωab(Dµϕ)b

⇒ (Dµω)ab · ϕb + ωab(∂µϕ
b + ig(Aµ)bcϕc)

= ∂µω
ab · ϕb + ωab∂µϕ

b + ig(Aµ · ω)ab · ϕb. (1.29)

Çâiäñè, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ϕb, çíàõîäèìî

(Dµω)ab = ∂µω
ab + ig

[
(Aµ · ω)ab − (ω · Aµ)ab

]
, (1.30)

àáî ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

Dµω = ∂µω + ig [Aµ, ω] , òîáòî Dµ = ∂µ + ig [Aµ, ·] . (1.31)
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Íàïèøåìî òîòîæíiñòü ßêîái

[Dµ[DνDλ]] + [Dν[DλDµ]] + [Dλ[DµDν]] = 0. (1.32)

Îá÷èñëþþ÷è êîìóòàòîðè îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü Áüÿíêi

DµFνλ +DνFλµ +DλFµν = 0, (1.33)

ÿêó ìîæíà çàïèñàòè â ñêîðî÷åííîìó âèãëÿäi, ââîäÿ÷è äóàëüíèé òåíçîð F ∗µν:

DµF ∗µν = 0, F ∗µν ≡
1

2
εµνλρF

λρ. (1.34)

Îñêiëüêè Fµν íàëåæèòü äî àëãåáðè Ëi, òî êîâàðiàíòíà ïîõiäíà äi¹ íà öåé

òåíçîð âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åííÿ (1.31):

DµFνλ ≡ ∂µFνλ + ig[Aµ, Fνλ]. (1.35)

1.1. Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ïîëÿ ßíãà � Ìiëñà.

Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ïîëÿ ßíãà � Ìiëñà îòðèìóþòüñÿ iç äi¨

S = −1

2

∫
d4x tr (FµνF

µν) , (1.36)

ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ âàðiàöiþ äi¨

δS = −
∫
d4x tr (FµνδF

µν) = 0, (1.37)

äå âàðiàöiÿ òåíçîðà

δF µν = ∂µδAν + ig(δAµAν + AµδAν)− (µ↔ ν). (1.38)

Òîìó, âèêîðèñòîâó¹ìî öiêëi÷íîñòü tr i àíòèñèìåòðiþ Fµν,

δS = −2

∫
d4x trFµν(∂

µδAν + igδAµAν + igAµδAν)

= −2

∫
d4x tr{−∂µFµνδAν + igFµνA

µδAν + igAνFµνδA
µ}

= −2

∫
d4x tr{(−∂µFµν + ig[Fµν, A

µ]) δAν} = 0. (1.39)
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Çâiäñè, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ëîêàëüíèõ âàðiàöié ïîëÿ δAν, çíàõîäèìî ðiâ-

íÿííÿ Åéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ïîëiâ ßíãà-Ìiëñà:

∂µFµν + ig[Aµ, Fµν] = 0, (1.40)

àáî, â òåðìiíàõ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨,

DµFµν = 0. (1.41)

Êðîì òîãî, ìà¹ìî ìà¹ìî òîòîæíiñòü Áüÿíêi

DµF ∗µν = 0, F ∗µν =
1

2
εµνλρF

λρ, ε0123 = +1. (1.42)

Â ïðèíöèïi ìîæíà áóëî á äîäàòè äî ëàãðàíæiàíó iíøèé êâàäðàòè÷íèé çà

òåíçîðîì Fµν äîäàíîê

I = trFµνF
∗
µν =

1

2
εµνλρ tr(FµνFλρ). (1.43)

Ðîçãëÿíåìî éîãî áiëüø äåòàëüíî. Âèêîðèñòîâóþ÷è àíòèñèìåòðiþ òåíçîðiâ

Fµν i εµνλρ çàïèøåìî

I = 2εµνλρ tr[(∂µAν + igAµAν)(∂λAρ + igAλAρ)]

= 2εµνλρ tr[(∂µAν∂λAρ + 2igAµAν∂λAρ + (ig)2AµAνAλAρ]. (1.44)

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è öèêëi÷íiñòü tr,

εµνλρ tr[AµAνAλAρ] = εµνλρ tr[AνAλAρAµ] = ερµνλ tr[AµAνAλAρ]

= −εµνλρ tr[AµAνAλAρ]⇒ 0, (1.45)

äå ó äðóãié ðiâíîñòi ìè çðîáèëè ïåðåïîçíà÷åííÿ µ→ ρ→ λ→ ν → µ.

Äðóãèé äîäàíîê â (1.44) ìîæíà çàïèñàòè, çíîâ òàêè âèêîðèñòîâóþ÷è

âëàñòèâîñòi tr, εµνλρ i ðîáëÿ÷è ïåðåïîçíà÷åííÿ,

εµνλρ tr[AµAν∂λAρ] =
1

3
εµνλρ∂λ tr[AµAνAρ]. (1.46)
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Îñòàòî÷íî áà÷èìî, ùî iíâàðiàíò I çàïèñó¹òüñÿ ÿê ïîâíà ïîõiäíà äåÿêîãî

âèðàçó

I = 2εµνλρ∂λ tr(Aρ∂µAν +
2ig

3
AµAνAρ) = 4∂λK

λ, (1.47)

äå

Kλ =
1

2
ελµνρ tr(Aµ∂νAρ +

2ig

3
AµAνAρ). (1.48)

íàçèâàåòüñÿ òîïîëîãi÷íèì ñòðóìîì. Îñòàííÿ íàçâà ïîâ'ÿçàíà ñ òèì, ùî

ïðè âèâåäåííi ìè íå âèêîðèñòîâóâàëè ðiâíÿííÿ ðóõó. Äîäàíîê ïðîïîðöié-

íèé I â ëàãðàíæiàíå íå äà¹ âíåñîê ïðè îòðèìàííi ðiâíÿííü ðóõó, òîìó ùî

¹ ïîâíîþ ïîõiäíîþ. Îäíàê âií ìîæå äàâàòè íåòðèâiàëüíèé âíåñîê â äiþ íà

ðîçâ'ÿçêàõ ðiâíÿííÿ ðóõó (àáî iíøèõ êîíôiãóðàöié ïîëiâ ßíãà � Ìiëñà), íå

ñïàäàþ÷èõ äîñòàòíüî øâèäêî íà íåñêií÷åíîñòi (íàïðèêëàä, äëÿ iíñòàíòîí-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði).

Â ëàãðàíæiàíi iíâàðiàíò I äîäà¹òüñÿ ó âèãëÿä

Lθ =
θg2

s

64π2
F ∗aµνF

aµν, (1.49)

äå θ äåÿêèé ïàðàìåòð, ÿêèé òðåáà âèçíà÷èòè ç åêñïåðèìåíòó. Âàæëèâî âiä-

ìiòèòè íàñòóïíi íàñëiäêè iñíóâàííÿ äîäàíêó I. ßêùî θ 6= 0, òîäi íåïåðòóð-

áàòèâíi åôåêòè ïðèâîäÿòü äî ïîðóøåííÿ ÑÐ ñèìåòði¨ i ïîÿâi åëåêòðè÷íîãî

äèïîëüíîãî ìîìåíòà ó íåéòðîíà. Ïîðóøåííÿ ÑÐ ñèìåòði¨ âèíèêà¹ òîìó, ùî

ëàãðàíæiàí ïîëiâ ßíãà-Ìiëñà ç âðàõóâàííÿì äîäàíêó (1.49) çàëèøà¹òü-

ñÿ iíâàðiàíòíèì âiäíî êîìáiíîâàíî¨ ÑÐÒ ñèìåòði¨, ÿêà âêëþ÷à¹ çàðÿäîâå

ñïðÿæåííÿ, C, ïàðíiñòü (çìiíà çíàêiâ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ íà ïðîòèëåæ-

íi), P, i îáåðíåííÿ ÷àñó T. Îñêiëüêè äîäàíîê (1.49) ìiñòèòü ïåðøó ïîõiäíó

çà ÷àñîì, òî âií ïîðóøó¹ T ñèìåòðiþ, ùî îçíà÷à¹, âíàñëiäîê çáåðåæåííÿ

ÑÐÒ ñèìåòði¨, ïîðóøåííÿ êîìáiíîâàíî¨ ÑÐ ñèìåòði¨. Âiäñóòíiñòü íà åêñïå-
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ðèìåíòi òàêîãî åëåêòðè÷íîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà ó íåéòðîíà ïðèâîäèòü

äî îáìåæåííÿ äëÿ θ:

|θ| < 3 · 10−10. (1.50)

Îñòàííi åêñïåðèìåíòè ó 2006 ðîöi äàâàëè îáìåæåííÿ íà åëåêòðè÷íèé äè-

ïîëüíèé ìîìåíò íåéòðîíà < 3 · 10−26e · cm. Åêñïåðèìåíò, ÿêèé ïëàíó¹òüñÿ

ïðîâåñòè â Ùâåéöàði¨, ìà¹ íàìið äîñÿãòè ìåæi < 5 · 10−28e · cm.

1.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçêiâ êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ßíãà-Ìiëñà.

Çíàéäåíèé äîñèòü âåëèêèé êëàñ îêðåìèõ ðîçâ'ÿçêiâ êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü

ßíãà-Ìiëñà. Ó ïðîñòîði-÷àñó Ìiíêîâñüêîãî � ñòàòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü

ßíãà-Ìiëñà ç ãðóïîþ SU(2), ÿêèé çàäà¹òüñÿ êîíôiãóðàöi¹þ

A0
0 = 0, Aa

i (~x) = εaij
xj
~x2
. (1.51)

Öå òàê çâàíèé ìàãíiòíèé ìîíîïîëü Âó-ßíãà, äëÿ ÿêîãî åëåêòðè÷íå ïî-

ëå (òî÷íiøå àíàëîã åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ) âiäñóòíå, Ea
i = 0, àëå ïðèñóòíå

íåòðèâiàëüíå ìàãíiòíå ïîëå, Ha
i 6= 0. Ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëà íå ìàþòü òàêèõ

ðîçâ'ÿçêiâ.

Âiäîìi òàêîæ ðîçâ'ÿçêè òèïó ïëîñêèõ õâèëü, ÿêi çíàéøîâ Êîóëìåí, äëÿ

íèõ

Aa
1 = Aa

2 = 0, Aa
0 = Aa

3 = x1f
a(x0 + x3) + x2ϕ

a(x0 + x3), (1.52)

äå fa(x0 + x3), ϕ
a(x0 + x3)� äåÿêi äîâiëüíi ôóíêöi¨ ñâîèõ àðãóìåíòiâ.

Âàæëèâó ðîëü äëÿ îïèñó ñòðóêòóðè âàêóóìó â êâàíòîâié õðîìîäèíàìèöi

ãðàþòü òàê çâàíi iíñòàíòîííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ßíãà-Ìiëñà â åâêëiäîâîìó

ïðîñòîði, çíàéäåíi Ïîëÿêîâèì, Íîâèêîâèì, Òþïêèíèì i Øâàðöåì. Âîíè ¹
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ðîçâ'ÿçêîì òàê çâàíèõ ðiâíÿíü äóàëüíîñòi

Fµν = ±F ∗µν, (1.53)

ÿêi ¹ ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî ïîõiäíèì. Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ îäíî÷àñíî ¹

ðîçâ'ÿçêàìè i ðiâíÿíü ßíãà-Ìiëñà DµFµν = 0 âíàñëiäîê òîòîæíîñòi Áüÿíêè

DµF ∗µν = 0.

Â åâêëiäîâié îáëàñòi äiÿ äëÿ ïîëiâ ßíãà-Ìiëñà ïðèéìà¹, ïiñëÿ çàìiíè

Aµ → 1
gAµ, âèãëÿä

SE =
1

2g2

∫
E

d4x trF 2
µν. (1.54)

Ðîçãÿíåìî äîäàòíþ âåëè÷èíó

tr(Fµν + F ∗µν)
2 ≥ 0, (1.55)

ÿêó ïåðåïèøèìî ÿê

tr(FµνFµν + F ∗µνF
∗
µν) ≥ 2| tr(FµνF ∗µν)|. (1.56)

Ç âëàñòèâîñòi òåíçîðà Ëåâi-×åâiòà,

εµνρσεµνκλ = 2 (δρκδσλ − δρλδσκ) , ε1234 = 1, (1.57)

âèïëèâà¹, ùî F ∗µνF
∗
µν = FµνFµν.Îòæå ìà¹ìî íåðiâíiñòü

tr(FµνFµν) ≥ | tr(FµνF ∗µν)| (1.58)

[ðiâíiñòü ñïðàâæíþ¹òüñÿ äëÿ (ñàìî)àíòèäóàëüíèõ ïîëiâ Fµν = ±F ∗µν]. Ìè

âæå âñòàíîâèëè, ùî ìà¹ ìiñöå∫
d4x tr(FµνF

∗
µν) = 4

∫
d4x∂µKµ, (1.59)
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äå âèðàç äëÿ ñòðóìó Kµ íàâåäåíî â (1.48). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äi¨ ìà¹ìî

íåðiâíiñòü

SE =
1

2g2

∫
E

d4x trF 2
µν ≥

2

g2

∫
E

d4x∂µKµ =
2

g2

∮
S

dσµKµ, (1.60)

äå â îñòàííié ðiâíîñòi ìè çäiéñíèëè ïåðåõiä âiä iíòåãðóâàííÿ ïî îá'¹ìó äî

iíòåãðóâàííÿ íà íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ ïîâåðõíi S. Ç âèìîãè ñêií÷åííîñòi

äi¨ çíàõîäèìî, ùî ïîâèííî âèêîíóâàòèñü

Fµν(x)⇒ 0, |x| → ∞. (1.61)

Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ ïîëiâ ìà¹ìî ãðàíè÷íó óìîâó

Aµ(x)⇒ −iU∂µU−1, |x| → ∞. (1.62)

Êîíôiãóðàöi¨ ïîëiâ Aµ(x) = −iU∂µU−1 çâóòüñÿ âàêóóìíèìè, îñêiëüêè äëÿ

íèõ ïîëå Fµν(x) = 0, i âîíè îòðèìóþòüñÿ ç òðèâiàëüíîãî ïîëÿ Aµ = 0 çà

äîïîìîãîþ êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ (1.13). Òîïîëîãi÷íèé ñòðóì Kµ

íà íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ ïîâåðõíi S ïîâîäèòü ñåáå ÿê

Kµ =
1

2
εµνλρ tr(Aν∂λAρ +

2ig

3
AνAλAρ)

⇒ 1

2
εµνλρ tr[−U∂νU−1∂λU∂ρU

−1 − 2

3
U∂νU

−1U∂λU
−1U∂ρU

−1]

=
1

6
εµνλρ tr[U∂νU

−1U∂λU
−1U∂ρU

−1], |x| → ∞, (1.63)

äå ìè âèêîðèñòàëè ïðîäèôiðåíöiîéâàíå ñïiââiäíîøåííÿ UU−1 = 1:

∂νUU
−1 + U∂νU

−1 = 0.

Òàêèì ÷èíîì äëÿ äi¨ îòðèìó¹ìî íèæíþ ìåæó

SE ≥
1

3g2

∮
S

dσµεµνλρ tr[U∂νU
−1U∂λU

−1U∂ρU
−1], (1.64)
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ÿêà íå çàëåæèòü âiä ïîëÿ Aµ(x), à òiëüêè âiä ãðóïîâîãî åëåìåíòó U(x).

Ó âèïàäêó ñèìåòði¨ SU(2) ãðóïîâèé åëåìåíò U(x) çàëåæèòü âiä òðüîõ

ãðóïîâèõ ïàðàìåòðiâ ϕa(x), a = 1, 2, 3, ÿêi çìiíþþòüñÿ â ìåæàõ 0 ≤

ϕa(x) ≤ π, òîáòî, çíà÷åííÿ ϕa(x) ïðîáiãàþòü òðèâèìiðíó êóëþ ðàäióñîì

π (ñôåðà S3). Iíòåãðóâàííÿ â x-ïðîñòîði íà íåñêií÷åííîñòi òàêîæ éäå ïî

ñôåði S3. Òàêèì ÷èíîì, U(x)
∣∣
|x|=∞ âiäîáðàæà¹ ñôåðó â ñôåðó, S3 → S3. Òà-

êi íåïåðåðâíi äèôåðåíöiéîâíi âiäîáðàæåííÿ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ãîìîòîïè÷-

íèì êëàñîì - n-êðàòíèì ïîêðèòòÿì îäíî¨ ñôåðè iíøîþ (êëàñè Ïîíòðÿãiíà).

Äëÿ äi¨ ìà¹ìî íåðiâíiñòü

SE ≥
8π2

g2
|n|, (1.65)

äå öiëå ÷èñëî (òîïîëîãi÷íèé iíâàðiàíò Ïîíòðÿãiíà)

n =
1

16π2

∫
d4x tr(FµνF

∗
µν)) =

1

24π2

∮
dσµεµνλρ tr[U∂νU

−1U∂λU
−1U∂ρU

−1].

(1.66)

Ïðèêëàäîì ðîçâ'ÿçêiâ ñàìîäóàëüíîãî ðiâíÿííÿ Fµν = F ∗µν ç òîïîëîãi÷íèì

÷èñëîì n = 1 ¹ íàñòóïíà êîíôiãóðàöiÿ

Aµ(x) =
−ix2

x2 + a2
U∂νU

†, U(x) =
x4 − i~σ~x√

x2
, x = (~x, x4). (1.67)

Òóò ~σ� ìàòðèöi Ïàóëi, a� äîâiëüíèé ïàðàìåòð ðîçìiðíîñòi äîâæèíè. Íà

íåñêií÷åííîñòi öÿ êîíôiãóðàöiÿ ïîëÿ î÷åâèäíî ïðÿìó¹ äî âàêóóìíî¨, äå

Fµν = 0. Ðîçâ'ÿçîê îïèñó¹ ëîêàëiçîâàíó â ïðîñòîði i ÷àñi êîíôiãóðàöiþ ïîëÿ

ç ïàðàìåòðîì ëîêàëiçàöi¨ a, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ iíñòàíòîíîì. Â çàãàëüíîìó

âèïàäêó, iíñòàíòîííi ðîçâ'ÿçêè ç äîâiëüíèì òîïîëîãi÷íèì ÷èñëîì n äàþòü

âíåñîê â ôóíêöiîíàëüíèé iíòåãðàë ∼ exp(−8π2/g2|n|), ÿêèé åêñïîíåíöiéíî

ìàëèé äëÿ g << 1. Âñi êëàñè÷íi âàêóóìè ç Fµν = 0 îïèñóþòüñÿ ïîëÿìè
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Aµ(x) = −iU∂µU † i ðîçðiçíÿþòüñÿ òîïîëîãi÷íèì ÷èñëîì n. Â ïðîñòîði-

÷àñi Ìiíêîâñüêîãî iíñòàíòîíè ç òîïîëîãi÷íèì ÷èñëîì n îïèñóþòü êâàíòîâå

òóíåëþâàííÿ ìiæ êëàñè÷íèìè âàêóóìàìè |N〉 i |N + n〉.

2. Îñíîâíi âiäîìîñòi iç òåîði¨ àëãåáð Ëi

Â êâàíòîâié ìåõàíèöi i ÊÒÏ âàæëèâi ãðóïè óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi

äiþòü ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði êâàíòîâèõ ñòàíiâ. Ãðóïîâi ïåðåòâîðåííÿ çâè-

÷àéíî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi ìàòðè÷íî¨ åêñïîíåíòè (1.4), àáî, äëÿ iíôiíiòå-

çèìàëüíîãî åëåìåíòó

U(ω) ' 1 + iωaTa. (2.1)

Ãåíåðàòîðè ãðóïè çàäîâîëüíÿþòü òîòîæíiñòü ßêîái

[Ta, [Tb, Tc]] + [Tb, [Tc, Ta]] + [Tc, [Ta, Tb]] = 0,

çâiäêè âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (1.6), îòðèìó¹ìî òî-

òîæíiñòü äëÿ ñòðóêòóðíèõ êîíñòàíò, ÿêèì âîíè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòü:

fdbc[Ta, Td] + fdca[Tb, Td] + fdab[Tc, Td] = 0

⇒ fdbcf
e
ad + fdcaf

e
bd + fdabf

e
cd = 0. (2.2)

Ïåðåïèøåìî îñòàííþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi

f eadf
d
bc − f ebdfdac = fdabf

e
dc. (2.3)

Âèçíà÷èìî ìàòðèöi

(ta)
b
c ≡ if bac. (2.4)

Öi ìàòðèöi óòâîðþþòü òàê çâàíå ïðè¹äíàíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi, ÿêi

ñïðàâæíþþòü òiæ ñàìi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

[ta, tb] = ifdabtd. (2.5)
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Ìàòðèöi ta ðåàëèçóþòü ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ëi ç ðîçìiðíîñòþ, ÿêà äîðiâ-

íþ¹ ÷èñëó ãåíåðàòîðiâ ãðóïè, òîáòî d(G)×d(G). Äëÿ ãðóïè SU(2) ìàòðèöi

ta áóäóòü

(ta)bc = iεabc, a, b, c = 1, 2, 3, (2.6)

àáî ó ÿâíîìó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

(t1)bc = iε1bc, t1 = i


0 0 0

0 0 1

0 −1 0



(t2)bc = iε2bc, t2 = i


0 0 −1

0 0 0

1 0 0



(t3)bc = iε3bc, t3 = i


0 1 0

−1 0 0

0 0 0


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Öå âiäîìi ãåíåðàòîðè ãðóïè îáåðòàíü, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñïiíó 1. Äëÿ ãðóïè

SU(3) ãåíåðàòîðàìè ¹ T a = λa/2, äå λa � ìàòðèöi Ãåëë-Ìàíà,

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 ,

λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , λ5 =


0 0 −i

0 0 0

i 0 0

 , λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

λ7 =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 , λ8 =
1√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 . (2.7)

Ìàòðèöi Ãåëë-Ìàíà áåçñëiäîâi, òîáòî äëÿ íèõ trλa = 0. Â àëãåáðå su(3)

ìîæíà âèäiëèòè 3 íåçàëåæíi ïiäàëãåáðè su(2): {λ1, λ2, X}, {λ4, λ5, Y },

{λ6, λ7, Z}, äå X.Y, Z� ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü λ3 i λ8.

Ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè ìîæíà ïîðàõóâàòè ïî ôîðìóëi

2.1. Êëàñèôiêàöiÿ àëãåáð Ëi

Íàéïðîñòiøîþ ãðóïîþ ¹ ãðóïà U(1) ôàçîâèõ ïåðåòâîðåíü, ψ → eiαψ, ç

ÿêîþ ìè âæå ìàëè ñïðàâó. Ãåíåðàòîð öi¹é ãðóïè ïðîïîðöiéíèé îäèíè÷íî¨

ìàòðèöi, i î÷åâèäíî êîìóòó¹ iç âñiìà iíøèìè ìàòðèöÿìè. ßêùî àëãåáðà

íå ìiñòèòü òàêèõ êîìóòóþ÷èõ åëåìåíòiâ, òîäi âîíà íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïðî-

ñòîþ. ßêùî äî òîãî æ åëåìåíòè àëãåáðè íå ìîæóòü áóòè ðîçáiòè íà äâà

âçà¹ìîêîìóòóþ÷èõ íàáîðè, òîäi àëãåáðà íàçèâà¹òòñÿ ïðîñòîþ.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó àãëåáðà Ëi ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ íåàáåëåâèõ ïðîñòèõ
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êîìïîíåíò i äîäàòêîâèõ àáåëåâèõ êîìïîíåíò, íàïðèêëàä, Ñòàíäàðòíà ìî-

äåëü ñèëüíèõ i åëåêòðîñëàáêèõ âçà¹ìîäié ìà¹ ãðóïó ñèìåòði¨

SU(3)c ⊗ SU(2)f ⊗ U(1)Y , (2.8)

à àëãåáðà ïîçíà÷à¹òüñÿ âiäïîâiäíî

su(3)⊕ su(2)⊕ u(1). (2.9)

Ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî ÷èñëî ãåíåðàòîðiâ ñêií÷åííî i, êðiì òîãî, ìàòðèöÿ,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ãåíåðàòîðiâ ïðè¹äíàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ (àáî ñòðóêðóð-

íèõ êîíñòàíò),

Dab = tr(TaTb) = Dba = −f cadfdbc, (2.10)

äîäàòíüî âèçíà÷åíà (êîìïàêòíiñòü àëãåáðè Ëi). ÌàòðèöÿDab ¹ äiéñíîþ äëÿ

óíiòàðíèõ ãðóï äëÿ ÿêèõ T † = T , i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ÿêîñòi ìåòðè÷íîãî

òåíçîðà.

Ïðèêëàä íåêîìïàêòíî¨ àëãåáðè Ëi.

[t1, t2] = −it3, [t2, t3] = it1, [t3, t1] = it2,

f 3
12 = −f 3

21 = −1, f 1
23 = −f 1

32 = 1, f 2
31 = −f 2

13 = 1

(âñi iíøi íóëi). Ïðèâåäåìî ÿâíèé âèãëÿä öiõ ìàòðèöü

t1 =


0 0 i

0 0 0

i 0 0

 , t2 =


0 0 0

0 0 i

0 i 0

 , t3 =


0 i 0

−i 0 0

0 0 0

 , Dab =


−2 0 0

0 −2 0

0 0 2

 .

Ìàòðèöà Dab íå ¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíîþ, i àëãåáðà Ëi íåêîìïàêòíà � öå ¹

àëãåáðà Ëi íåêîìïàêòíî¨ ãðóïè O(2, 1) (ãðóïà Ëîðåíöà â ðîçìiðíîñòi 2+1).

17



Êèëiíã, Êàðòàí (XIX ñòîði÷÷ÿ) ïðèâåëè ïîâíó êëàñèôiêàöiþ óñiõ ìîæ-

ëèâèõ ïðîñòèõ êîìïàêòíèõ àëãåáð Ëi.

� 4 íåñêií÷åííèõ ñiìåéñòâ àëãåáð SU(N), O(2n+ 1), O(2n), Sp(N)

1. Óíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ

ηa → Uabηb, ξa → Uabξb, (2.11)

ó êîìïëåêñíîìó N -âèìiðíîìó ïðîñòîði çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

η†ξ = η∗aξa, η† = (η∗1, . . . , η
∗
N)

. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê çáåðiãà¹òüñÿ ïðè óìîâi

UU † = U †U = 1.

Óñóâàþ÷è ÷èñòî ôàçîâi U(1) ïåðåòâîðåííÿ

ξ → eiαξ,

îòðèìó¹ìî ïðîñòó ãðóïó Ëi SU(N) � öå âñi óíiòàðíi N × N ìàòðèöi, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü

detU = 1 ⇒ trT a = 0 ⇒ N 2 − 1 íåçàëåæíèõ ìàòðèöü.

Óíiìîäóëÿðíi ìàòðèöi îáðàçóþòü ñåðiþ An : SU(n + 1), n + 1 = N , n �

ðàíã ìàòðèöi. Ðàíã àëãåáðè ñïiâïàäà¹ ç ÷èñëîì íåçàëåæíèõ äiàãîíàëüíèõ

ìàòðèöü (ïiäàëãåáðà Êàðòàíà).

Äëÿ ìàòðèöü N × N ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííþ T † = T iñíó¹

N2−N
2 íåäiàãîíàëüíèõ (êîìïëåêñíèõ) åëåìåíòiâ. Òîäi äiéñíèõ ïàðàìåòðiâ, ç

âðàõóâàííÿì TrT = 0, áóäå

2 · N
2 −N

2
+ (N − 1) = N 2 − 1,

18



òîáòî, äëÿ ãðóïè SU(N) ìà¹ìî N 2 − 1 ãåíåðàòîðiâ.

2. Ãðóïà îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü N -âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòîðiâ (ñåði¨

Bn, Dn : SO(2n+ 1), SO(2n)).

ηa → Oabηb, ξa → Oabξb. (2.12)

Öÿ ãðóïà çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê

ηa · ξa = invariant,

ùî îçíà÷à¹

OTO = 1 ⇒ detO = ±1.

Öå ãðóïà O(N) � ãðóïà îáåðòàíü â N âèìiðàõ. ßêùî detO = 1, òî öå áóäå

ãðóïà îáåðòàíü SO(N).

Ìàòðèöi O � äiéñíi, i ÿêùî ¨õ çàïèñàòè ó âèãëÿäi

O = exp(iA),

òî ìàòðèöi A ìàþòü âëàñòèâîñòi

A∗ = −A, A† = A, AT = −A,

òîáòî ¹ N(N−1)
2 íåçàëåæíèõ ìàòðèöü, i çíà÷èòü ðîçìiðíiñòü ãðóïè d(SO(N)) =

N(N−1)/2. ×èñëîN ïîâÿçàíî ç ðàíãîì àëãåáðè n:N = 2n+1, àáîN = 2n,

òîìó âèäiëÿþòü äâi ñåði¨ SO(2n+ 1) i SO(2n).

3. Ãðóïà ñèìïëåêòè÷íèõ ïåðåòâîðåíüN -âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòîðiâ (ñåðiÿ

Cn).

Öå ãðóïà N × N ïåðåòâîðåíü äiéñíèõ âåêòîðiâ ïàðíèì N , ÿêà çáåðiãà¹

àíòèñèìåòði÷íbq âíóòðiøíié äîáóòîê

ηaEabξb, Eab =

 0 I

−I 0

 , I ¹
N

2
× N

2
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, (2.13)
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i, î÷åâèäíî, N ïîâèííî áóòè ïàðíèì. Äëÿ ñèìïëåêòè÷íî¨ ãðóïè Sp(N) ìà¹-

ìî N(N+1)
2 ãåíåðàòîðiâ.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçìiðíiñòü ãðóï

d(G) =


N 2 − 1, SU(N)

N(N − 1)/2, SO(N)

N(N + 1)/2, Sp(N)

(2.14)

� ùå 5 âèêëþ÷íèõ àëãåáð

G2(d = 14), F4(d = 52), E6(d = 78), E7(d = 133), E8(d = 288), (2.15)

äå â äóæêàõ âêàçàíà ðîçìiðíiñòü âiäïîâiäíî¨ ãðóïè. � 4 içîìîðôiçìà ìiæ

ãðóïàìè

SU(2) = SO(3) = Sp(2), Sp(4) = SO(5), SU(4) = SO(6).

3. Ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáð Ëi.

Ïîëÿ ïåðåòâîðþþòüñÿ ïî ïðåäñòàâëåííÿì ãðóï Ëi. Äëÿ äàíî¨ ãðóïè ñè-

ìåòði¨ G ñêiíå÷íîâèìiðíå óíiòàðíå ïðåäñòàâëåííÿ çàäàåòüñÿ íàáîðîì Ta

åðìiòîâèõ d× d ìàòðèöü (d(r) � ðîçìiðíiñòü ïðåäñòàâëåííÿ).

Äîâiëüíå ïðåäñòàâëåííÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ñóìó çâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü,

ÿêå â âèçíà÷íîìó áàçèñi ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä. Ãåíåðàòîðè tar

äàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ îðòîíîðìîâàíi

Dab = tr
(
tart

b
r

)
= T (r)δab,

äå T (r) � êîíñòàíòà äëÿ êîæíîãî r, i T (r) äiéñíi ÷èñëà.

Äëÿ ñòðóêòóðíèõ êîåôiöi¹íòiâ

f cab =
1

iT (r)
tr ([tar, tbr]tcr)
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Òîìó f cab àíòèñèìåòði÷íi ïî âñiì iíäåêñàì i ìîæíà íå ðîçðiçíÿòè âåðõíi

i íèæíi iíäåêñè

f cab ≡ fcab.

3.1. Îïåðàòîð Êàçèìiðà.

Êâàäðàòè÷íèé îïåðàòîð Êàçèìiðà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

T 2 = TaTa,

äå ïî iíäåêñó a éäå ñóìóâàííÿ. Îïåðàòîð Êàçèìiðà êîìóòó¹ iç âñiìà ãåíå-

ðàòîðàìè

[Tb, TaTa] = [Tb, Ta]Ta + Ta[Tb, Ta] = if cbaTcTa + iTaf
c
baTc = if cba{Tc, Ta} = 0.

(3.1)

Ïî ëåìå Øóðà

tartar = C2(r)× I, (3.2)

äå I = d(r)× d(r) � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Äëÿ ïðè¹äíàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ êàçèìið ïîâ'ÿçàíèi çi ñòðóêòóðíèìè

êîíñòàíòàìè ôîðìóëîþ

facdf bcd = C2(G)δab. (3.3)

Áåðåìî

tr
(
tart

b
r

)
= T (r)δab

i çãîðòà¹ìî ç δab, îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðîçìiðíîñòÿìè ãðóïè,

d(G), i ïðåäñòàâëåííÿ d(r), êàçèìiðîì C2(r) i íîðìiðîâî÷íèìè êîíñòàíòàìè

T (r):

d(r)C2(r) = T (r)d(G). (3.4)
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Äëÿ SU(2) ôóíäàìåíòàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ

ta2 =
σa

2
,

ïðè öüîìó tr(ta2t
b
2) = 1

2δ
ab.

Äëÿ SU(N) âèáèðà¹ìî ãåíåðàòîðè òàê, ùîá òðè ç íèõ ñïiâïàäàëè ç ãåíå-

ðàòîðàìè SU(2). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ

tr(taN t
b
N) =

1

2
δab.

Öå ôiêñó¹ T (r) i C2(r) äëÿ âñiõ ïðåäñòàâëåíü. Äiéíî, äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ T (N) = 1
2 ,

NC2(r) =
1

2
(N 2 − 1) ⇒ C2(N) =

N 2 − 1

2N
.

Äëÿ ãðóïè SU(3) îïåðàòîð Êàçèìiðà C2(3) = 4/3. Îñêiëüêè êâàðêè â êâàí-

òîâié õðîìîäèíàìèöi íàëåæàòü äî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ, òî

äëÿ íèõ C2(3) = 4/3. Ùîá îá÷èñëèòè îïåðàòîð Êàçèìiðà â ïðè¹äíàíîìó

ïðåäñòàâëåííi, ïîáóäó¹ìî éîãî iç äîáóòêó ïðåäñòàâëåíü N i N̄ . Òåíçîðíèé

äîáóòîê äâóõ ïðåäñòàâëåíü ¹ ïðåäñòàâëåííÿ ðîçìiðíîñòi d(r1) ·d(r2) i ìîæå

áóòè çàïèñàí ÿê òåíçîð Apq.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêèé äîáóòîê ìîæå áóòè ðîçêëàäåíî â ïðÿìó

ñóìó äîáóòêiâ. Ñèìâîëi÷íî r1 × r2 =
∑
ri.

Ìàòðèöi îïåðàòîðiâ â ïðåäñòàâëåííi r1 × r2 äîðiâíþþòü

tar1×r2 = tar1 ⊗ I + I⊗ tar2.

Îïåðàòîð Êàçèìiðà

(tar1×r2)
2 = (tar1)

2 ⊗ I + 2tar1 ⊗ t
a
r2

+ I⊗ (tar2)
2.
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Áåðåìî ñëiä

tr(tar1×r2)
2 = (C2(r1) + C2(r2))d(r1)d(r2)

(ñåðåäíié äîäàíîê äà¹ íóëü.)

Ç iíøîãî áîêó

tr(tar1×r2)
2 =

∑
C2(ri)d(ri).

Òîäi ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

(C2(r1) + C2(r2))d(r1)d(r2) =
∑
i

C2(ri)d(ri). (3.5)

Âèêîðèñòà¹ìî öå äëÿ äîáóòêó ïðåäñòàâëåíü N × N̄ , ÿêå ðîçêëàäà¹òüñÿ íà

ñóìó äâîõ íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü

N × N̄ = 1 + (N 2 − 1).

äå îäèíèöÿ (ñèíãëåòíå ïðåäñòàâëåííÿ) âiäïîâiäà¹ ñëiäó ïî÷àòêîâî¨ ìàòðèöi

N ×N , à äðóãèé äîäàíîê - áåçñëiäîâié ìàòðèöi ùî çàëèøèëàñÿ (ïðè¹äíàíå

ïðåäñòàâëåííÿ). Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.5),

2 · N
2 − 1

2N
·N ·N = 0 + C2(G)(N 2 − 1),

çíàõîäèìî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Êàçèìiðà äëÿ ïðè¹äíàíàíîãî ïðåäñòàâëåí-

íÿ

C2(G) = N

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ïðè¹äíàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ íîðìèðî÷íèé ïàðàìåòð

T (G) = N .

Çàäà÷i.

1. Äëÿ ìàòðèöü Ãåëë-Ìàíà ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ

îðòîãîíàëüíîñòè: tr(ta3t
b
3) = T (3)δab, ta3 = λa

2 , i îá÷èñëèòè êîíñòàíòó T (r)

â äàííîìó ïðåäñòàâëåííi.
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2. Ñèìåòðè÷íi i àíòèñèìåòðè÷íi òåíçîðè 2-ãî ðàíãà óòâîðþþòü íåçâiäíi

ïðåäñòàâëåííÿ SU(N), òîáòî

N ×N =

(
N(N − 1)

2

)
︸ ︷︷ ︸

AS

⊕
(
N(N + 1)

2

)
︸ ︷︷ ︸

S

Îá÷èñëèòè C2(AS) i C2(S).

Ïåðåâiðèòè, ùî ðåçóëüòàòè äëÿ C2(r) çàäîâîëüíÿþòü òîòîæíîñòi äëÿ äî-

áóòêó ïðåäñòàâëåíü (3.5).

3. Êðèòåðié ìàêñèìàëüíî ïðèòÿãóâàëüíîãî êàíàëó (ÌÏÊ).

Ñèëà âçà¹ìîäi¨ ∼ −g2

2 [C2(r1) + C2(r2)− C2(r)], äå r1 i r2 � ïðåäñòàâ-

ëåííÿ êâàðêîâ, r� ïðåäñòàâëåííÿ çâ'ÿçàíîãî ñòàíó (âñi ïî êîëüîðó). Çà-

ãàëüíèé çíàê ìiíóñ âiäïîâiäà¹ ïðèòÿãàííþ, òîáòî, ìîæëèâîñòi ôîðìóâàííÿ

çâ'ÿçàíîãî ñòàíó.

Îá÷èñëèòè çíàê i ñèëó âçà¹ìîäi¨ äëÿ êàíàëiâ êâàðê-àíòèêâàðê i êâàðê-

êâàðê

3× 3̄→ 1⊕ 8, 3× 3→ 3̄⊕ 6.

3.2. Êâàíòóâàííÿ ïîëiâ ßíãà � Ìiëñà.

Ïî÷íåìî ç ëàãðàíæåâî¨ ãóñòèíè äëÿ ïîëiâ ßíãà - Ìiëñà

L = −1

4
F a
µνF

aµν, (3.6)

äå òåíçîð íàïðóæåíîñòi

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ − gfabcAb
µA

c
ν. (3.7)

Iìïóëüñ (òî÷íiøå ãóñòèíà iìïóëüñó) çà âèçíà÷åííÿì ¹

Πa
µ =

∂L
∂Ȧaµ

= −1

2
F b
λρ

∂F bλρ

∂Ȧaµ
= −1

2
F a
λρ

(
δλ0 δ

ρ
µ − δ

ρ
0δ
λ
µ

)
= F a

µ0. (3.8)
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Çâiäñè ìà¹ìî

Πa
0 = 0, Πa

i = F a
i0 = ∂iA

a
0 − ∂0A

a
i − gfabcAb

iA
c
0 = −∂0A

a
i + (DiA0)

a. (3.9)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ iìïóëüñiâ ìè ìîæåì ïåðåïèñàòè ëàãðàíæåâó

ãóñòèíó óñóíóâøè øâèäêîñòi (÷àñîâi ïîõiäíi)

L = −1

4

[
2F a

µ0F
aµ0 + F a

ijF
aij
]

= −1

4

[
−2Πa

i

2

+ F a
ijF

a
ij

]
. (3.10)

Âiäïîâiäíî, äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ãóñòèíè

H = Πa
µȦ

aµ − L = −Πa
i Ȧ

a
i −

1

2
Πa
i

2 +
1

4
F a
ijF

a
ij + Πa

0Ȧ
a
0

= Πa
0Ȧ

a
0 + Πa

i (Π
a
i −Dac

i A
c
0)−

1

2
Πa
i

2 +
1

4
F a
ijF

a
ij

=
1

2
Πa
i

2 +
1

4
F a
ijF

a
ij + Πa

0Ȧ
a
0 − Πa

iD
ac
i A

c
0 (3.11)

Äëÿ ãàìiëüòîíiàíà ìà¹ìî

H =

∫
d3xH =

∫
d3x

[
1

2
Πa
i

2 +
1

4
F a
ijF

a
ij + Πa

0Ȧ
a
0 − Ac

0D
ca
i Πa

i

]
, (3.12)

äå ìè äîáàâèëè â'ÿçi Πa
0 = 0 (ïåðâèííà â'ÿçü) i Dab

i Πb
i = 0 (âòîðèííà â'ÿçü)

� çàêîí Ãàóñà, îñêiëüêè Πb
i = F b

i0 = Eb
i i

~Eb ¹ àíàëîãîì åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ.

Â îñòàííüîìó äîäàíêó ïðîâåäåíî iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàì. Åëåìåíòàðíi

äóæêè Ïóàñîíà çàäàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

{Πa
µ(~x),Πb

ν(~y)} = 0 = {Aa
µ(~x), Ab

ν(~y)},

{Πa
µ(~x), Ab

ν(~y)} = −δabgµνδ(~x− ~y). (3.13)

Çìiííi Πa
µ(~x), Ab

ν(~x) îáðàçóþòü ôàçîâèé ïðîñòið Γ. Óìîâè Πa
0 = 0 , Dab

i Πb
i =

0 âèäiëÿþþòü ôàçîâèé ïiäïðîñòið M. Ïîçíà÷àþ÷è

Φa(x) ≡ Dab
i Πb

i ,
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ìîæíà äîâåñòè, ùî öi â'ÿçi çàäîâîëüíÿþòü àëãåáðó

{Φa(~x),Φa(~y) = gfabcΦc(x)δ(x− y). (3.14)

Òîìó Πa
0 i Φa � â'ÿçi 1-ãî ðîäó. Ïîâíà ãàìiëüòîíîâà ãóñòèíà

HT =
1

2
Πa
i

2 +
1

4
F a
ijF

a
ij + va0Πa

0 + uaΦa. (3.15)

Âèáåðåìî êàëiáðóâàëüíi óìîâè ó âèãëÿäi (êóëîíiâñüêà êàëiáðîâêà)

Ac
0 = 0, χa ≡ ∂iA

a
i (x) = 0, (3.16)

Íåòðèâiàëüíi äóæêè Ïóàñîíà êàëiáðîâîê ç â'ÿçÿìè áóäóòü

{Aa
0,Π

b
0} = δabδ(x− y), (3.17)

{∂iAa
i (~x), Dbc

j Πc
j(~y)} = ∂xi D

xab
i δ(x− y) ≡Mab(x, y). (3.18)

Çèïèøåìî ôóíêöiîíàëüíèé iíòåãðàë ó âiäïîâiäíîñòi iç çàãàëüíîþ òåîði¹þ

ñèñèåì ç â'ÿçÿìè

Z = N

∫
DAa

0DAa
i DΠa

0DΠa
i exp i

∫
dx(Πa

µȦ
µ −HT )

× δ(Aa
0)δ(∂iA

a
i )δ(Π

a
0)δ(Dab

i Πb
i) det δabδ(x− y) detMab

= N

∫
DAa

i DΠa
i exp i

∫
dx

[
−Πa

i Ȧi −
1

2
Πa
i

2 − 1

4
F a
ijF

a
ij

]
× δ(∂iA

a
i ) detMab(x, y)δ(Dab

i Πb
i). (3.19)

Äëÿ òîãî ùîá ïðîâåñòè iíòåãðóâàííÿ ïî iìïóëüñàì ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðåä-

ñòàâëåííÿì ôóíêöiîíàëüíî¨ äåëòà-ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi âiäïîâiäíîãî ôóíê-

öiîíàëüíîãî iíòåãðàëà ïî Aa
0:

Z = N

∫
DAa

i DAa
0DΠa

i exp i

∫
dx

[
−Πa

i Ȧ
a
i −

1

2
Πa
i

2 − 1

4
(F a

ij)
2 − Aa

0D
ab
i Πb

i

]
× δ(∂iA

a
i ) detMab(x, y). (3.20)
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Iíòåãðàë ïî iìïóëüñàõ ìà¹ ãàóñîâó ôîðìó, ïðîâiâøè ïî íèì iíòåãðóâàííÿ

îòðèìó¹ìî

Z = N

∫
DAa

µ exp i

∫
dx

(
−1

4
(F a

µν)
2

)
δ(∂iA

a
i ) detMab(x, y). (3.21)

[Ïåðåâiðèòè, ùî iíòåãðóâàííÿ ïî Πa
i äiéñíî ïðèâîäèòü äî äi¨ ïîëiâ ßíãà-

Ìiëñà.] Âiäçíà÷èìî ïðèñóòíiñòü â ìiði iíòåãðóâàííÿ â (3.21) äåòåðìiíàíòà

Ôàääå¹âà-Ïîïîâà, ïîðÿä ç äåëüòà-ôóíêöi¹þ, ùî ôiêñó¹ êàëiáðîâêó.

3.3. Êâàíòóâàííÿ êàëiáðóâàëüíèõ òåîðié Ïîïîâà � Ôàääå¹âà.

Çíîâ òàêè, ñòàðòó¹ìî iç íà¨âíî¨ çàïèñè ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåãðàëà äëÿ

ïîëiâ ßíãà-Ìiëñà

Z = N

∫
DAa

µ exp

[
i

∫
d4x

(
− 1

2g2
trF 2

µν

)]
. (3.22)

Äiÿ iíâàðiàíòíà âiäíîñíî êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

Aµ → AΩ
µ = ΩAµΩ† − iΩAµΩ†.

Iíòåãðàë Z ðîçáiãà¹òüñÿ ïðè iíòåãðóâàííi ïî îðáèòi AΩ
µ , íàâiòü â åâêëiäî-

âîìó ôîðìóëþâàííi, òîáòî äëÿ çìiíè Aµ âäîâæ îðáiòè ó ôóíêöiîíàëüíîìó

iíòåãðàëi íåìà¹ ðåæó÷îãî ôàêòîðà, i Z ïðîïîðöiéíî îá'¹ìó îðáiòè ΠDΩ(x).

Iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íóæíî âiäîêðåìèòè öåé ôàêòîð äî âèçíà÷åííÿ

Z(J), òîáòî iíòåãðàë òðåáà áðàòè ïî êëàñàì ïîëiâ. Ùîá ïîÿñíèòè ïðîáëå-

ìó ðîçãëÿíåìî çâè÷àéíèé iíòåãðàë

I =

∞∫
−∞

dxdy e−
1
2 (x−y)2,

ÿêèé çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî ìè iíòåãðó¹ìî âçäîâæ x, àáî y, àëå ðîçáiãà¹òüñÿ,

ÿêùî iíòåãðóâàòè âçäîâæ ïðÿìî¨ (îðáiòè) x − y = const. Çðîáèìî çàìiíó
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çìiííèõ X = x− y, Y = x+ y,

I = 2

∞∫
−∞

dY dX e−
1
2X

2

.

Ìè âèäiëèëè ÿâíèì ÷èíîì ðîçáiæíiñòü, ÿêà âiäáóâà¹òüñÿ ÷åðåç iíòåãðóâàí-

íÿ ïî Y . Ìè õî÷åìî àíàëîãi÷íèì ÷èíîì âèäiëèòè ðîçáiæíiñòü â iíòåãðàëi

(3.22). Äëÿ öüîãî âèáèðà¹òüñÿ ãiïåðïîâåðõíiñòü (êàëiáðóâàëüíà óìîâà)

fa(Aµ) = 0, a = 1 . . . n, (3.23)

ÿêà ïåðåòèíà¹ îðáiòó òiëüêè îäèí ðàç. Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî äëÿ òàêèõ

ïîëiâ ðiâíÿííÿ

fa(A
Ω
µ ) = 0 (3.24)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê Ω = 1 äëÿ äàíîãî Aµ. Iíòåãðóâàííÿ áóäå ïðîâîäèòèñü

ïî öié ãiïåðïîâåðõíi.

fa(Aµ) = ∂iA
a
i = 0 � êóëîíîâñüêà êàëiáðîâêà.

fa(Aµ) = ∂µA
a
µ = 0 � ëîðåíöåâà êàëiáðîâêà.

Ìiðà çàëèøà¹òüñÿ iíâàðiàíòíîþ âçäîâæ îðáiòè DAΩ
µ = DAµ. Îá'¹ì îð-

áiòè
∫ ∏

x
DΩ(x) � äîáóòîê ìåð íà ãðóïàõ (ìiðà Õààðà) â êîæíié òî÷öi x.

Âèçíà÷èìî ∆f(A) � ôóíêöiîíàë

∆f(A)

∫ ∏
x

DΩ(x)δ(f(AΩ(x))) = 1, (3.25)

ÿêèé î÷åâèäíî çàëåæèòü âiä ïîëÿ Aµ i âèáðàííî¨ êàëiáðóâàëüíî¨ óìîâè f .

Ïîêàæåìî ùî ôóíêöiîíàë ∆(A) � êàëiáðóâàëüíî iíâàðiàíòåí. Ïîðàõóåìî

éîãî äëÿ ïîëiâ, ÿêi çâ'ÿçàíi ç Aµ êàëiáðóâàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì

∆f(A
Ω′)

∫ ∏
x

DΩ(x)δ(f(AΩ′Ω(x))) = 1,
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i, âíàñëiäîê iíâàðiàíòíîñòi ìiðè íà ãðóïi∫ ∏
x

D(Ω′Ω)(x) =

∫ ∏
x

DΩ(x),

îòðèìó¹ìî

∆f(A
Ω′) = ∆f(A). (3.26)

Âñòàâèìî îäèíèöó (3.25) â∫
DAµ

∫ ∏
x

DΩ(x)
∏
x,a

δ(f(AΩ
µ ))eiS(A)∆f(A).

Âèêîíóþ÷è êàëiáðóâàëüíå ïåðåòâîðåííÿ A → AΩ−1, i âèêîðèñòîâóþ÷è ií-

âàðiàíòíiñòü ∆f(A), S(A), D[Aµ], ïðèõîäèìî äî∫ ∏
x

DΩ(x)

∫
DAµ

∏
a

δ(fa(Aµ))∆f(A)eiS(A), (3.27)

äå îá'¹ì êàëiáðóâàëüíî¨ îðáiòè âèäiëÿ¹òüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Iíòåãðàë (3.27) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êàëiáðóâàëüíî¨ ôóíêöi¨ f . Äiéñ-

íî, âñòàâëÿÿ îäèíèöó ç iíøîþ ôóíêöi¹é f ′, ïðèõîäèìî äî (3.27), äå f çàìi-

íÿ¹òüñÿ íà f ′. Êàëiáðóâàëüíî iíâàðiàíòíi ôóíêöi¨ Ãðiíà òàêîæ íå çàëåæèòü

âiä âèáîðó f , îäíàê çâè÷àéíi ôóíêöi¨ Ãðiíà çàëåæàòü.

Îá÷èñëåííÿ ∆f(A) .

Òàê ÿê ∆f(A) äîìíîæà¹òüñÿ íà
∏
x,a
δ(fa(Aµ)), òî äîñòàòíüî îá÷èñëèòè

éîãî äëÿ ïîëiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü fa(Aµ) = 0. Òàê ÿê çà âèçíà÷åííÿì

ïîâåðõíiñòü, ÿêà çàäà¹òüñÿ öi¹þ óìîâîþ, ïåðåòèíà¹òüñÿ ç êîæíîþ îðáiòîþ

ëèøå îäíîêðàòíî, òî (3.25) äîñòàòíüî îá÷èñëèòè â îêîëi Ω(x) = 1, äå

Ω(x) = 1 + iωaT a,

i ∏
x

DΩ(x) =
∏
a,x

Dωa.
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Âèçíà÷èìî îïåðàòîð Mf , ðîçêëïäàþ÷è ó ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä Òåéëîðà i

óòðèìóþ÷è ëiíiéíèé ïî δωb iíôiíiòåçèìàëüíèé äîäàíîê

fa(AΩ
µ (x)) = fa(Aµ(x)) +

∫
δfa(AΩ

µ (x))

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

δωb(y)dy

= fa(Aµ(x)) +

∫
dyMab

f (x, y)δωb, (3.28)

äå

Mab
f (x, y) =

δfa(AΩ
µ (x))

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

. (3.29)

Òîäi

∆−1
f (Aµ) =

∫ ∏
a

Dωa(x)δ(Mabδωb) = det −1Mab
f (3.30)

òîáòî, äëÿ ôóíêöiîíàëà Ôàääå¹âà-Ïîïîâà ìà¹ìî

∆f(Aµ) = detMab
f . (3.31)

Îá÷èñëèìî öåé ôóíêöiîíàë â ÿâíîìó âèãëÿäi. Âðàõîâóþ÷è, ùî iíôiíiòåçè-

ìàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ïîëÿ Aµ çàïèñó¹òüñÿ ÿê

δAΩ = −1

g
Dµω,

ðîçïèìó¹ìî âàðiàöiéíó ïîõiäíó

Mab
f (x, y) =

δfa(AΩ
µ (x))

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

=

∫
dz
δfa(Aµ)

δAc
µ(z)

·
δAcΩ

µ (z)

δωb(y)

∣∣∣∣
ω=0

= −1

g

∫
δfa(Aµ)

δAc
µ(z)

Dzcb
µ δ(z − y)dz, Dxcb

µ = ∂xµδ
cb − gf cbdAd

µ(x). (3.32)

Äëÿ ëîðåíöåâî¨ êàëiáðîâêè

fa(Aµ) = ∂µA
a
µ = 0,
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îäåðæó¹ìî

Mab
L (x, y) = −∂µxδacDcb

xµδ(x− y) = −∂µDab
xµδ(x− y)

= −
[
�δab − gfabc∂µx · Ac

µ(x)
]
δ(x− y) = −

[
�δab − gfabcAc

µ(x)∂xµ
]
δ(x− y),

(3.33)

i äëÿ êóëîíîâñüêî¨ êàëiáðîâêè,

fa(Aµ) = ∂iA
a
i = 0,

àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî

Mab
K (x, y) = −∂xiDab

xiδ(x− y) = −
[
∇2δab − gfabcAc

i(x)∂xi
]
δ(x− y).

Àêñiàëüíà êàëiáðîâêà Àðíîâiòà � Ôiíêëåðà

fa(Aµ) = niAa
i = 0, n2

i = 1

(nµAa
µ = 0, n2

µ = 0� êàëiáðîâêà ñâiòëîâîãî êîíóñà). Äëÿ íåé âiäïîâiäíèé

îïåðàòîð

Mab
A (x, y) = −niDab

xiδ(x− y) = −ni
[
∂xiδ

ab − gfabcAc
i(x)

]
δ(x− y)

= −ni∂xiδabδ(x− y) (3.34)

íå çàëåæèòü âiä Aµ.

Ôîðìàëiçó¹ìî âèâåäåííÿ

∆−1
f (Aµ) =

∫
DΩ(x)δ(fa(AΩ

µ )) =

=

∫ ∏
x,a

Dωa(x)δ(ωb(y)) · det −1δf
a(AΩ)

δωb(y)
= det −1δf

a(AΩ(x))

δωb(y)

∣∣∣
ω=0

.

Òîáòî, ôóíêöiîíàë Ôàääå¹âà-Ïîïîâà âèðàõîâó¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∆f(Aµ) = det
δfa(AΩ

µ (x))

δωb(y)

∣∣∣
ω=0

= det
δfa

δAc
µ

· δA
Ωc

δωb

∣∣∣
ω=0

.
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Iñòîòíî ïðè öüîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê fa(AΩ
µ ) = 0 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê Ω = 1.

Òàêèì ÷èíîì, ìè âèçíà÷à¹ìî ãåíåðóþ÷èé ôóíêöiîíàë ôóíêöié Ãðiíà ÿê

Z(Jaµ) = N

∫
DAa

µδ (fa(Aµ)) ∆f(A)ei(S(A)+
∫
dxJaµA

a
µ). (3.35)

Äëÿ êàëiáðóâàëüíî-iíâàðiàíòíèõ ôóíêöié Ãðiíà X[A] ìà¹ìî çàãàëüíèé

âèãëÿä

〈X〉 =

∫
DAa

µX[A]δ(fa)∆f(A)eiS(A)∫
DAa

µδ(f
a)∆f(A)eiS(A)

. (3.36)

ßê âæå âiäçíà÷àëîñü, ñåðåäíi äëÿ êàëiáðóâàëüíî-iíâàðiàíòíèõ âåëè÷èí íå

çàëåæàòü âiä âèáîðó êàëiáðóâàëüíî¨ óìîâè, çîêðåìà ìîæíà âèáðàòè çàìiñòü

êàëiáðîâêè fa = 0 ìîæíà âèáðàòè

fa − Ca(x) = 0, (3.37)

äå Ca(x) ÿêàñü äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Ïðè öüîìó ôóíêöiîíàë Ôàääå¹âà-Ïîïîâà

íå çìiíþ¹òüñÿ

∆f(A) = ∆f−c(A). (3.38)

Äîìíîæàÿ íà ∫
DCa exp

(
− i

2ξ

∫
dx(Ca(x))2

)
÷èñåëüíèê i çíàìåííèê â (3.36), i çíiìàÿ iíòåãðóâàííÿ ïî Ca(x) çà äîïîìî-

ãîþ äåëüòà-ôóíêöi¨, îòðèìó¹ìî

〈X〉 =

∫
DCa exp

(
− i

2ξ

∫
dx(Ca(x))2

) ∫
DAa

µX[A]δ(fa − Ca)∆f(A)eiS(A)∫
DCa exp

(
− i

2ξ

∫
dx(Ca(x))2

) ∫
DAa

µδ(f
a − Ca)∆f(A)eiS(A)

=

∫
DAa

µX[A]∆f(A) exp [iS(A)− i
2ξ

∫
dx(fa(Aµ))2]∫

DAa
µ∆f(A) exp [iS(A)− i

2ξ

∫
dx(fa(Aµ))2]

. (3.39)

Äëÿ ãåíåðóþ÷îãî ôóíêöiîíàëó

Z(J) = N

∫
DAa

µ detM exp

[
i(S(A)− i

2ξ

∫
dx(fa(Aµ))2 +

∫
Jaµ(x)Aa

µdx)

]
,

(3.40)
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äå

N−1 =

∫
DAa

µ detM(A) exp

[
i(S(A)− i

2ξ

∫
dx(fa(Aµ))2)

]
.

Âèáiðåìî ëîðåíöåâó êàëiáðîâêó fa(Aµ) = ∂µA
a
µ, i ïðåäñòàâèìî äåòåðìiíàíò

Ôàääå¹âà-Ïîïîâà ó âèãëÿäi ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåãðàëà ïî ãðàñìàíîâèì ïî-

ëÿì

DetMab(x, y) =

∫
Dη̄Dη exp i

∫
d4x d4y η̄a(x)Mab(x, y)ηb(y). (3.41)

Ïîëÿ ηa(x) íàçiâàþòüñÿ "äóõàìè"Ôàääå¹âà � Ïîïîâà, âîíè ïåðåòâîðþþòü-

ñÿ ïî ïðè¹äíàíîìó ïðåäñòàâëåííþ êàëiáðóâàëüíî¨ ãðóïè (ñêàëÿðíi ïîëÿ iç

ñòàòèñòèêîþ Ôåðìi). Òîäi ìà¹ìî åôåêòèâíó ëàãðàíæåâó ãóñòèíó

Leff = −1

4
F a
µνF

aµν − 1

2ξ
(∂µA

a
µ)2 − η̄a∂µDab

µ η
b. (3.42)

DetMab ¹ íåëîêàëüíèì ôóíêöiîíàëîì Aa
µ. Äiéñíî, ïðåäñòàâèìî éîãî ó

âèãëÿäi

DetMab = exp Tr lnM,

Mab(x, y) =
[
−�δab − gfabcAc

µ(x)∂µx
]
δ(x− y).

Îïóñêàþ÷è òðèâiàëüíèé ìíîæíèê, çàïèøåìî

Tr ln
M

−�
= Tr ln

(
−� +M + �

−�

)
= Tr ln

(
1− M + �

�

)
= −

∞∑
n=1

1

n
Tr

(
M + �

�

)n
. (3.43)

Òóò ìè ââåëè ñèìâîëè÷íå ïîçíà÷åííÿ

1

�x
δ(x− y) = D(x− y) ⇒ (� + iε)D(x− y) = δ(x− y),

òàêîæ

〈x| 1
�
|y〉 =

1

�x
δ(x− y).
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Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íèé åëåìåíò

〈x| 1
�

(M + �)|y〉 =

∫
dz〈x| 1

�
|z〉〈z|M + �|y〉 = g

∫
dzD(x− z)〈z|Âµ∂

µ|y〉

= g

∫
dzD(x− z)Âµ(z)∂zµδ(z − y), (3.44)

lt (
Âµ

)ab
= fabcAc

µ.

Iíòåãðóþ÷è ïî ÷àñòèíàì i çíiìàþ÷è äåëüòà-ôóíêöiþ, îäåðæèìî

〈x| 1
�

(M + �)|y〉 = ∂µxD(x− y)Âµ(y). (3.45)

Òîäi

Tr ln
M

−�
=−

∞∑
n=1

(ig)n

n
tr

∫
dx1 . . . dxn

[
∂µ1
x1
D(x1 − x2)Âµ1

(x2)

× ∂µ2
x2
D(x2 − x3)Âµ2

(x3) . . . ∂
µn
xn
D(xn − x1)Âµn(x1)

]
. (3.46)

Öå â òî÷íîñòi âèðàç äëÿ îäíi¹¨ ôåðìiîííî¨ ïåòëi (âiäçíà÷èìî çíàê ìiíóñ!).

ßê âæå âiäçíà÷àëîñü, â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi â êàëiáðîâêå Ëîðåíöà

η̄Mη = −η̄�η,

äå íåìà¹ âçà¹ìîäi¨ ç ïîëåì A. Òîìó DetM ñêîðî÷ó¹òüñÿ â ôóíêöiÿõ Ãðiíà.

Îäíàê, öå ñïðàâåäëèâî íå ó âñiõ êàëiáðîâêàõ.

Íåõàé

f(A) = ∂µA
µ + AµAµ ⇒

DetM = Det ‖� + 2Aµ∂µ‖.

Ðîëü äóõîâ � ñêîðîòèòè âíåñêè âiä ÷àñîâèõ i ïîçäîâæíèõ (íåôiçè÷íèõ)

êîìïîíåíò êàëiáðóâàëüíîãî ïîëÿ. Íàïðèêëàä, â íóëüîâîìó íàáëèæåííi
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ïî êîíñòàíòå g, iíòåãðóþ÷è ïî Aµ i äóõàì, îòðèìó¹ìî (d�ðîçìiðíiñòü

ïðîñòîðó-÷àñó)

[Det(−�)]−
d
2 Det(−�) = [Det(−�)]−

d−2
2 , (3.47)

òîáòî, òiëüêè d−2 ïîïåðå÷íèõ êîìïîíåíò äàþòü âíåñîê â ôóíêöiîíàëüíèé

iíòåãðàë. Öå ñïðàâåäëèâî ó âñiõ ïîðÿäêàõ òåîði¨ çáóðåíü, õî÷à ìåõàíiçì

ñêîðî÷åííÿ âíåñêiâ âiä íåôiçè÷íèõ êîìïîíåíò áóäå äåùî ñêëàäíiøèì.
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