
1. Êâàíòîâà ìåõàíiêà ó ôîðìàëiçìi ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåãðàëiâ

ßêùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ(qi, ti) çàäàíà â ìîìåíò ÷àñó ti, òîäi ïðîïàãàòîðK(qf , tf |qi, ti)

âèçíà÷à¹ ¨¨ çíà÷åííÿ â ìîìåíò ÷àñó tf ó âiäïîâiäíîñòi ç ïðèíöèïîì Ãþéãåíñà

ψ(qf , tf ) =

∫
K(qf , tf |qi, ti)ψ(qi, ti)dqi, (1.1)

äå K(qf , tf |qi, ti) íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì ïåðåõîäó, àáî ôåéìàíiâñüêèì ïðîïàãàòîðîì. Öå

ñïiââiäíîøåííÿ ìà¹ íàéáiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä i âèçíà÷à¹òüñÿ ïðèíöèïîì ïðè÷èíîñòi.

Íåõàé â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ti äèíàìè÷íà çìiíà ìà¹ òî÷íî âèçíà÷íå çíà÷åííÿ qi = q0,

òîäi õâèëüîâà ôóíêöiÿ

ψ(qi, ti) = δ(qi − q0), (1.2)

ψ(qf , tf ) = K(qf , tf |q0, ti). (1.3)

Éìîâiðíiñòü ïåðåõîäà iç ñòàíó qi = q0 â ñòàí qf çà ÷àñ tf − ti (tf > ti) âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

P (qf , tf |q0, ti) = |ψ(qf , tf )|2 = |K(qf , tf |q0, ti)|2, (1.4)

à K(qf , tf |q0, ti) ¹ àìïëiòóäà éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó. Äëÿ ÷àñó ti < t < tf ìà¹ìî

ψ(q, t) =

∫
K(qt|qiti)ψ(qiti)dqi, (1.5)

i ìîæåìî çàïèñàòè

ψ(qf tf ) =

∫
K(qf tf |qt)ψ(qt)dq =

∫
K(qf tf |qt)K(qt|qiti)ψ(qiti)dq dqi (1.6)

⇒ K(qf tf |qiti) =

∫
K(qf tf |qt)K(qt|qiti)dq. (1.7)

Öå îäíå iç íàéáiëüø âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé ôåéìàíiâñüêîãî ïðîïàãàòîðà.

Åêñïåðèìåíò iç ùiëèíàìè (ïåðåõiä ÷àñòèíêè iç A â D ÷åðåç ùiëèíè B1 àáî B2) ïðåä-

ñòàâëåíèé íà ðèñ.1. Àìïëiòóäà éìîâiðíiñòi ïåðåõîäó ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ äâîõ øëÿõiâ âiä

A äî D, A−B1 −D i A−B2 −D:

K(D|A) = K(D|B1)K(B1|A) +K(D|B2)K(B2|A). (1.8)

Íà åêðàíi ñïîñòåðiãà¹ìî iíòåðôåðåíöiéíó êàðòèíó. ßêùî ìè çðîáèìî òåïåð áàãàòî

ùiëèí (â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó óáåðåìî ïðîìiæíèé åêðàí), òî ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî
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Ðèñ. 1. Äâà øëÿõè âiä äæåðåëà A ÷åðåç äâi ùiëèíè B1 i B2 äî òî÷êè D íà åêðàíi.

àìïëiòóäà ïåðåõîäó áóäå äàâàòèñÿ ñóìîþ ïî âñiõ òðà¹êòîðiÿõ. Ôåéíìàí ïîêàçàâ, ùî

àìïëiòóäó ìîæíà çàïèñàòè ÿê

K(D|A) = NDA

∑
a

exp (iSa(tf , ti)/~) , (1.9)

äå Sa(tf , ti) - äiÿ ïîðàõîâàíà äëÿ êîíêðåòíî¨ òðà¹êòîði¨ a âiä òî÷êè A äî òî÷êè D,

NDA - íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê. Êâàçiêëàñè÷íà ãðàíèöÿ ~ → 0 âèäiëÿ¹ îäíó êëàñè÷íó

òðà¹êòîðiþ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè Ëàãðàíæà-Åéëåðà,

δS = 0.

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ â êâàíòîâié ìåõàíiöi ¹ ïðîåêöiÿ ñòàíó íà îáðàíó ïîâíó ñèñòåìó

ñòàíiâ ÿêîãîñü åðìiòîâîãî îïåðàòîðà, íàïðèêëàä, îïåðàòîðà êîîðäèíàòè |q〉. Êâàíòîâi

ñòàíè â ïðåäñòàâëåíi Øðåäiíãåðà i Ãåéçåíáåðãà ïîâ'ÿçàíi âiäîìèì ñïiââiäíîøåííÿì:

ψ(q, t) = 〈q|ψt〉S, |ψt〉S = e−iHt/~|ψ〉H , (1.10)

i äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié ìà¹ìî

〈q|ψt〉S = 〈q|e−iHt/~|ψ〉H = 〈qt|ψ〉H . (1.11)

Íåõàé âåêòîðè |q〉 ¹ âëàñíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðà øðåäiíãåðîâñüêîãî îïåðàòîðà êîîð-

äèíàòè Q̂S,

Q̂S|q〉 = q|q〉. (1.12)

Â ïðåäñòàâëåíi Ãåéçåíáåðãà ñòàíè çàëåæàòü âiä ÷àñó,

|qt〉H = eiHt/~|q〉 � �äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà� (1.13)

2



i ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè ãåéçåíáåðãiâñüêîãî îïåðàòîðà ç òèì æå ñàìèì âëàñíèì çíà÷åí-

íÿì

Q̂H(t) = eiHt/~Q̂Se
−iHt/~ ⇒ Q̂H(t)|qt〉 = q|qt〉. (1.14)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ïîâíîòè,
∫
dq|qt〉〈qt| = 1, i âñòàâëÿþ÷è öþ îäèíèöþ â

ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ìà¹ìî

〈qf tf |ψ〉 =

∫
〈qf tf |qiti〉〈qiti|ψ〉dqi, (1.15)

àáî

ψ(qf tf ) =

∫
〈qf tf |qiti〉ψ(qiti)dqi. (1.16)

Çâiäñè i ç (1.1)

K(qf tf |qiti) = 〈qf tf |qiti〉 = 〈qf |e−iH(tf−ti)/~|qi〉. (1.17)

Ôåéìàíiâñüêèé ïðîïàãàòîð

K(x, x′, t) ≡ 〈x|e−iHt/~|x′〉 (1.18)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ Ùðåäiíãåðà,

i
∂

∂t
K(x, x′, t) = HK(x, x′, t), (1.19)

ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ

K(x, x′, 0) = δ(x− x′). (1.20)

Ðîçiá'¹ìî ÷àñîâèé iíòåðâàë íà (n + 1) ðiâíèõ âiäðiçêè i çàïèøåìî: tj = ti + εj, tf =

ti + (n+ 1)ε, tf ≡ tn+1, âñòàâëÿþ÷è îäèíèöþ
∫
dqj|qjtj〉〈qjtj| = 1 â êîæíié òî÷öi tj:

〈qf tf |qiti〉 =

∫
...

∫
dq1...dqn〈qf tf |qntn〉〈qntn|qn−1tn−1〉...〈q1t1|qiti〉. (1.21)

Äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó 〈qj+1tj+1|qjtj〉 ç âðàõóâàííÿì iíôiíiòåçiìàëüíîñòi ε çíàõîäèìî

〈qj+1tj+1|qjtj〉 = 〈qj+1|e−iHε/~|qj〉 ≈ 〈qj+1|1−
iHε

~
|qj〉

= δ(qj+1 − qj)−
iε

~
〈qj+1|H|qj〉

=
1

2π~

∫
dpeip/~(qj+1−qj) − iε

~
〈qj+1|H|qj〉.

íåõàé ãàìiëüòîíiàí ìà¹ âèãëÿä H = p̂2

2
+V (q̂), äå p̂ i q̂ îïåðàòîðè iìïóëüñà i êîîðäèíàòè,

âiäïîâiäíî, i ïîðàõó¹ìî íàñòóïíèé ìàòðè÷íèé åëåìåíò,

〈qj+1|
p̂2

2
|qj〉 =

∫
dp′dp〈qj+1|p′〉〈p′|

p̂2

2
|p〉〈p|qj〉. (1.22)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è íîðìîâàíó âëàñíó õâèëüîâó ôóíêöiþ îïåðàòîðà iìïóëüñà p̂ = −i∂/∂q

ç âëàñíèì çíà÷åííÿì p,

〈qj+1|p〉 =
1√
2π~

eipqj+1/~, (1.23)

çíàõîäèìî

〈qj+1|
p̂2

2
|qj〉 =

∫
dp′dp

2π~
eip
′qj+1/~−ipqj/~δ(p′ − p)p

2

2
=

∫
dp

2π~
eip(qj+1−qj)/~p

2

2
. (1.24)

Àíàëîãi÷íî,

〈qj+1|V (q̂)|qj〉 = V

(
qj+1 + qj

2

)
〈qj+1|qj〉 = V (q̄j)δ(qj+1 − qj), q̄j =

qj+1 + qj
2

. (1.25)

Îá'¹äíóþ÷è çíàõîäèìî

〈qj+1|H|qj〉 =

∫
dp

2π~
eip(qj+1−qj)H(p, q̄j). (1.26)

Ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà ε2 äëÿ iíôiíiòåçiìàëüíîãî ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà ìà¹ìî

〈qj+1tj+1|qjtj〉 =

∫
dp

2π~
exp

[
ip

~
(qj+1 − qj)−

iε

~
H(p, q̄j)

]
. (1.27)

Ïîâíèé ïðîïàãàòîð äîðiâíþ¹

〈qf tf |qiti〉 = lim
ε→0
n→∞

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
l=0

dpl
2π~

exp

{
i

~

n∑
l=0

[pl(ql+1 − ql)− εH(pl, q̄l)]

}
, (1.28)

äå q0 ≡ qi, qn+1 ≡ qf . Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðóâàíü ïî iìïóëüñíèì çìiííèì íà îäèíèöþ

áiëüøå, ÷èì äëÿ êîîðäèíàòíèõ.

Â ñèìâîëi÷íié ôîðìå ìîæíî çàïèñàòè ïðè ε→ 0,

〈qf tf |qiti〉 = N

∫
q(ti)=qi
q(tf )=qf

Dp(t)Dq(t) exp
i

~

(∫ tf

ti

dt(pq̇ −H(p, q))

)
, (1.29)

äå N - äåÿêèé íîðìèðîâî÷íèé ìíîæíèê, ÿêèé ìè îáãîâîðèìî ïiçíiøå. Öå i ¹ ôåé-

ìàíiâñüêèé iíòåãðàë ïî òðàåêòîðiÿì â ôàçîâîìó ïðîñòîði, äå iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî

êîîðäèíàì i iìïóëüñàõ ïðè êîæíîìó çíà÷åíi ÷àñó t. Ïðè÷îìó, äëÿ êîîðäèíàò ìà¹ìî

ãðàíè÷íi óìîâè, â òîé ÷àñ ÿê äëÿ iìïóëüñiâ iíòåãðóâàííÿ éäå âiä −∞ äî +∞.

ßêùî ãàìiëüòîíiàí êâàäðàòè÷åí ïî iìïóëüñàì, òî iíòåãðóâàííÿ ìîæíî âèêîíàòè â

ÿâíîìó âèãëÿäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íàñòóïíi ãàóñîâi iíòåãðàëè,
∫∞
−∞ e

−ax
2

2 dx =
(

2π
a

)1/2
,∫∞

−∞ e
−ax

2+bx
2 dx = e

b2

2a

(
2π
a

)1/2
.

(1.30)
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Òîäi
∞∫

−∞

dp

2π~
exp

i

~
(pq − εp2/2) =

1

2π~

(
2π~
iε

)1/2

e−
q2~
~22iε =

1

(2π~iε)1/2
e
iq2

2~ε , (1.31)

i äëÿ àìïëiòóäè ïåðåõîäó

〈qf tf |qiti〉 = lim
ε→0
n→∞

N(ε, n)

∫ n∏
j=1

dqj
(2πi~ε)(n+1)/2

exp
i

~

[
n∑
l=0

(ql+1 − ql)2

2ε
− εV (q̄l)

]
=

= lim
ε→0
n→∞

N(ε, n)

∫ n∏
j=1

dqj
(2πi~ε)(n+1)/2

exp
iε

~

[
n∑
l=0

1

2

(
ql+1 − ql

ε

)2

− V (q̄l)

]
, (1.32)

äå ìíîæíèê N(ε, n) ïiäáèðà¹òüñÿ iç óìîâè iñíóâàííÿ ãðàíèöi. Â íåïåðåðâíié ãðàíèöi

〈qf tf |qiti〉 = N

∫
q(ti)=qi
q(tf )=qf

Dq(t) exp

[
i

~

∫ tf

ti

dtL(q, q̇)

]
= N

∫
q(ti)=qi
q(tf )=qf

Dq(t) e
i
~S(q), (1.33)

äå L(q, q̇) - ëàãðàíæiàí ñèñòåìè, N - ñêií÷åííèé íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê. Îñòàííÿ ôîð-

ìóëà i ¹ ôåéìàíiâñüêèé iíòåãðàë ïî òðà¹êòîðiÿì. Íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíîãî iíòåãðà-

ëà Ðiìàíà, â ÿêîìó ïiäñóìîâóþòüñÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó, â iíòåãðàëi âçäîâæ

òðà¹êòîðié ïiäñóìîâóþòüñÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âçäîâæ óñiõ ìîæëèâèõ êðèâèõ, ÿêi ñïî-

ëó÷àþòü ïî÷àòêîâó é êiíöåâó òî÷êó (äèâ. ðèñ.2).

Ðèñ. 2. Iëþñòðàöiÿ øëÿõiâ â ôåéìàíiâñüêîìó iíòåãðàëi, ÿêi âåäóòü ç òî÷êè A â òî÷êó B.

Ïðèêëàä Ëi-ßíãà: åôåêòèâíà äiÿ.

Ó âèïàäêó ãàìiëüòîíiàíà, íå êâàäðàòè÷íîãî ïî iìïóëüñàõ, iíòåãðóâàííÿ ïî iìïóëüñàõ

ìîæå ïðèçâîäèòè äî äåÿêî¨ åôåêòèâíî¨ äi¨ Seff . Â ÿêîñòi ïðèêëàäà ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

ç ëàãðàíæiàíîì (Ëi-ßíã, 1962 ð.)

L =
1

2
q̇2f(q). (1.34)
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Çíàõîäèìî iìïóëüñ i ãàìiëüòîíîâó ôóíêöiþ,

p =
∂L

∂q̇
= q̇f(q), H = pq̇ − L =

p2

f
− 1

2

p2

f
=

p2

2f(q)
, (1.35)

i ðîáèìî iíòåãðóâàííÿ ïî iìïóëüñàõ â iíòåãðàëi ïî òðà¹êòîðiÿì,

K(qf tf |qiti) =

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
j=0

dpj
2π~

exp
i

~

n∑
l=0

[pl(ql+1 − ql)−
ε

2
p2
l f
−1(q̄l)]

=

∫ n∏
j=1

dqj
(2π~ε)1/2

n∏
j=0

f 1/2(q̄j) exp
i

~

n∑
l=0

ε

2

(
ql+1 − ql

ε

)2

f

(
ql+1 + ql

2

)
, (1.36)

äå

n∏
j=0

f 1/2

(
qj+1 + qj

2

)
= exp

1

2

∑
j

ln f

(
qj+1 + qj

2

)
= exp

1

2ε

∑
j

ε ln f

(
qj+1 + qj

2

)
→ exp

[
1

2
δ(0)

∫
dt ln f(q(t))

]
,

1

ε
δij → δ(ti − tj). (1.37)

Îñòàòî÷íî ôåéìàíiâñüêèé iíòåãðàë i êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíi ïðèéìà¹ âèãëÿä

〈qf tf |qiti〉 = N

∫
Dq(t)eiSeff (q)/~, (1.38)

ç åôåêòèâíîþ äi¹þ

Seff =

tf∫
ti

dt

[
L(q, q̇)− i~

2
δ(0) ln f(q)

]
. (1.39)

Óçàãàëüíåííÿ äëÿ ñèñòåì ç N ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.

Äëÿ ñèñòåì ç N ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi àìïëiòóäà ïåðåõîäó (1.29) óçàãàëüíó¹òüñÿ î÷åâèä-

íèì ÷èíîì:

〈q1f , q2f , . . . , qNf , tf |q1i, q2i, . . . , qNi, ti〉 = Ñ

∫ N∏
n=1

[Dpn(t)Dqn(t)]

× exp

 i
~

tf∫
ti

dt

(
N∑
n=1

pn(t)q̇n(t)−H(pj, qj))

) , (1.40)

äå iíòåãðóâàííÿ ïî êîîðäèíàòàì çàäîâiëüíÿ¹ ïî÷àòêîâié i êiíöåâié óìîâàì qn(ti) = qni,

qn(tf ) = qnf .
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2. Ïðîïàãàòîð âiëüíî¨ ÷àñòèíêè

Îá÷èñëèìî iíòåãðàë ïî òðà¹êòîðiÿì äëÿ ïðîïàãàòîðà âiëüíî¨ ÷àñòèíêè çà äîïîìîãîþ

ãàìiëüòîííîãî ôîðìóëþâàííÿ (1.29). Äèñêðåòèçîâàíó äiþ â ðiâíÿííi (1.29) çàïèøèìî

ÿê
n∑
l=0

[
pl(ql+1 − ql)− ε

p2
l

2m

]
=

n∑
l=1

(pl+1 − pl)ql + pnqn+1 − p0q0 − ε
n∑
l=0

p2
l

2m
, (2.1)

i ïðîiíòåãðó¹ìî ñïî÷àòêó ïî ql. Öå äà¹ n δ-ôóíêöiq, ÿêi äîçâîëÿþòü âèêîíóâàòè iíòå-

ãðóâàííÿ ïî pl: p1 = p2 = . . . = pn = pn+1. Çàëèøà¹òüñÿ

〈qf tf |qiti〉 = lim
ε→0
n→∞

∞∫
−∞

dp0

2π~
exp

[
i

~

(
p0(qf − qi)− ε(n+ 1)

p2
0

2m

)]
. (2.2)

ε(n+ 1) = tf − ti, òî ãðàíèöþ ìîæíà âèêîíàòè òðèâiàëüíî, i ìè îòðèìó¹ìî

〈qf tf |qiti〉 =

√
m

2πi~(tf − ti)
exp

[
im

2~
(qf − qi)2

tf − ti

]
. (2.3)

Ïðîïàãàòîð âiëüíî¨ ÷àñòèíêè ìîæíà îá÷èñëèòè ìåòîäîì íå çâåðòàþ÷èñü äî iíòåãðàëà

ïî òðà¹êòîðiÿì, ïîðiâíÿ¹ìî öi ïiäõîäè. Ìàòðè÷íèé åëåìåíò

K(qf tf |qiti) = 〈qf tf |qiti〉 = 〈qf |e−
iH(tf−ti)

~ |qi〉 (2.4)

îá÷èñëèìî âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà iìïóëüñó

p̂ψ(q) = −i~∂ψ(q)

∂q
= pψ(q). (2.5)

Âëàñíi õâèëüîâi ôóíêöi¨ ¹ ïðîñòî ïëîñêi õâèëi

ψp(q) = 〈q|p〉 =
1√
2π~

eipq/~ (2.6)

Äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè H = p̂2

2m
. Î÷åâèäíî,

Hψp(q) = − ~2

2m

∂2

∂q2
ψq(p) =

p2

2m
ψq(p). (2.7)

K(qf tf |qiti) =

∫
dp′dp 〈qf |p′〉〈p′|e−

iH(tf−ti)
~ |p〉〈p|qi〉 =

=

∫
dp′dp 〈qf |p′〉〈p|qi〉δ(p′ − p)e−

ip2(tf−ti)
2m~ =

=

∞∫
−∞

dp 〈qf |p〉〈p|qi〉e−
ip2(tf−ti)

2m~ =

∞∫
−∞

dp

2π~
e
ip(qf−qi)

~ −
ip2(tf−ti)

2m~ =

=

√
m

2πi~(tf − ti)
exp

[
im(qf − qi)2

2~(tf − ti)

]
. (2.8)
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Î÷åâèäíî, îáèäâà ìåòîäè äàþòü òîòîæíi ðåçóëüòàòè.

3. Òî÷íå îá÷èñëåííÿ ôåéìàíiâñüêîãî ïðîïàãàòîðà ó âèïàäêó ëàãðàíæiàíiâ

êâàäðàòè÷íèõ ïî êîîðäèíàòàì i øâèäêîñòÿì

Ìè îòðèìàëè â ôîðìàëiçìi iíòåãðàëà ïî øëÿõàõ

K(qf tf |qiti) = N

∫
q(ti)=qi
q(tf )=qf

Dq(t) exp

 i
~

tf∫
ti

dt L(q, q̇)

 .
Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ôåéíìàíîâñüêié ïðîïàãàòîð ìîæå áóòè îá÷èñëåíèé òî÷íî ó âè-

ïàäêó êîëè L(q, q̇) ¹ êâàäðàòè÷íîþ ïî q, q̇ ôóíêöi¹þ.

Íåõàé q = qcl(t) ¹ êëàñè÷íîþ òðàåêòîði¹þ, òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿíü Ëàãðàíæà-

Åéëåðà
δL

δq
=
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0 (3.1)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè qcl(tf ) = qf , qcl(ti) = qi. Äîâiëüíèé øëÿõ çàïèøåìî ó âèãëÿäi

q(t) = qcl(t) + y(t), äå y(ti) = y(tf ) = 0.

Ðîçâèíåìî L â ðÿä Òåéëîðà ïî y(t)

L(qcl + y, q̇cl + ẏ(t)) = L(qcl, q̇cl) +
∂L

∂q
y +

∂L

∂q̇
ẏ +

1

2

[
∂2L

∂q∂q
y2 + 2

∂2L

∂q∂q̇
yẏ +

∂2L

∂q̇∂q̇
ẏ2

]
. (3.2)

Ïîõiäíi îá÷èñëþþòüñÿ ïðè y = ẏ = 0.

Öåé ðîçêëàä ¹ òî÷íèì (!) òîìó ùî L êâàäðàòè÷íà. Äëÿ äi¨ ìà¹ìî

S =

tf∫
ti

L(qcl, q̇cl)dt+

tf∫
ti

(
∂L

∂q
y +

∂L

∂q̇
ẏ

)
dt+

1

2

tf∫
ti

[
∂2L

∂q∂q
y2 + 2

∂2L

∂q∂q̇
yẏ +

∂2L

∂q̇∂q̇
ẏ2

]
. (3.3)

Ñðåäíié äîäàíîê çíèêà¹

tf∫
ti

(
∂L

∂q
y +

∂L

∂q̇
ẏ

)
dt =

tf∫
ti

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
y dt = 0,

òîìó ùî qcl(t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ Ëàãðàíæà-Åéëåðà.

Äðóãi ïîõiäíi âiä L ¹ ïðîñòî ôóíêöiÿìè âiä t (íå çàëåæíèìè âiä y), òîäi

S =

tf∫
ti

L(qcl, q̇cl; t)dt+

tf∫
ti

[a(t)y2 + b(t)ẏ2 + c(t)yẏ]dt.
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Â ðåçóëüòàòi

K(qf tf |qiti) = exp

(
i

~
S(qcl, q̇cl)

) ∫
y(ti)=y(tf )=0

Dy(t) exp

 i
~

tf∫
ti

(a(t)y2 + b(t)ẏ2 + c(t)yẏ)dt

 .(3.4)
Òîìó ùî qf , qi òåïåð íå âõîäÿòü â iíòåãðàë ïî òðàåêòîðiÿì, îñòàííié çàëåæèòü òiëüêè

âiä ti, tf . Òàêèì ÷èíîì, ìû ïîêàçàëè, ùî ïðîïàãàòîð ìà¹ âèãëÿä

K(qf , tf |qiti) = A(ti, tf ) exp

(
i

~
S(qcl, q̇cl)

)
. (3.5)

Áiëüø òîãî, ÿêùî a(t), b(t), c(t) íå çàëåæàòü âiä ÷àñó, òî A(ti, tf ) = A(tf − ti). Äiéñíî,

tf∫
ti

[ay2 + bẏ2 + cyẏ] =

tf+∆t∫
ti+∆t

[ay2(t−∆t) + bẏ2(t−∆t) + cy(t−∆t)ẏ(t−∆t)]dt =

=

tf+∆t∫
ti+∆t

[ay′2(t) + bẏ′2 + cy′ẏ′(t)]dt, (3.6)

äå y′(t) = y(t−∆t). Òîìó

A(ti, tf ) =

y(tf )=0∫
y(ti)=0

Dy(t) exp
i

~

tf∫
ti

[ay2(t) + bẏ2(t) + cy(t)ẏ(t)]dt

=

y(tf+∆t)=0∫
y(ti+∆t)=0

Dy′(t) exp
i

~

tf+∆t∫
ti+∆t

[ay′2(t) + bẏ′2(t) + cy′(t)ẏ′(t)]dt

= A(ti + ∆t, tf + ∆t). (3.7)

Âèáèðàþ÷è ∆t = −ti, ïðèõîäèìî äî áàæàíîãî ðåçóëüòàòà. Êâàäðàòè÷íi L âêëþ÷àþòü

íàñòóïíi âèïàäêè

a) âiëüíà ÷àñòèíêà L = mq̇2

2
,

á) ãàðìîíiéíèé îñöèëÿòîð L = mq̇2

2
− 1

2
mω2q2,

â) îñöèëÿòîð ïiä äi¹þ çîâíiøíüî¨ ñèëè L = mq̇2

2
− 1

2
mω2q2 − f(t)q.

Ïîâåðíåìîñÿ äî âiëüíî¨ ÷àñòèíêè.

L =
mq̇2

2
,

δL

δq
= mq̈ = 0 ⇒ q̇cl(t) =

qf − qi
tf − ti

� constant.

Çðàçó çíàõîäèìî

K(qf tf |qiti) = A(tf − ti) exp

[
im(qf − qi)2

2~(tf − ti)

]
. (3.8)

9



Äëÿ âèçíà÷åííÿ âèêîðèñòó¹ìî âàæëèâîþ ãðóïîâîþ âëàñòèâîñòþ ïðîïàãàòîðà

K(q3t3|q1t1) =

∫
K(q3t3|q2t2)K(q2t2|q1t1)dq2.

Ïiäñòàâëÿÿ K ó âèãëÿäi (3.8) ìà¹ìî

A(t3 − t1) exp
i(q3 − q1)2m

2~(t3 − t1)
= A(t3 − t2)A(t2 − t1)

∞∫
−∞

exp
im

2~

[
(q3 − q2)2

t3 − t2
+

(q2 − q1)2

t2 − t1

]
dq2

= A(t3 − t2)A(t2 − t1)

[
2πi~
m
· (t3 − t2)(t2 − t1)

t3 − t1

]1/2

exp

[
im(q3 − q1)2

2~(t3 − t1)

]
, (3.9)

òîáòî ìà¹ìî ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ A(t)

A(t3 − t1)

A(t3 − t2)A(t2 − t1)
=

√
2πi~
m
· (t3 − t2)(t2 − t1)

t3 − t1
. (3.10)

Éîãî ðîçâ'ÿçîê

A(t) =

√
m

2πi~t
. (3.11)

Òàêèì ÷èíîì, ìè çíàéøëè ïðåäåêñïîíåíöiéíèé ìíîæíèê â (3.5). Ïiçíiøå ìè ïîçíàéîìè-

ìîñÿ i ç iíøèìè, áiëüø ïðÿìèìè, ìåòîäàìè çíàõîäæåííÿ öüîãî ìíîæíèêà. Öåé ìíîæíèê

íå âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó âèïàäêó êîëè òðåáà ðàõóâàòè âiäíîøåííÿ iíòåãðàëiâ, äå âií

ñêîðî÷ó¹òüñÿ.

4. Ãåíåðóþ÷èé ôóíêöiîíàë

Ìè ïîêàçàëè, ùî àìïëiòóäà ïåðåõîäà ìà¹ âèãëÿä

〈qf tf |qiti〉 = N

∫
Dq(t) exp

 i
~

tf∫
ti

dtL(q, q̇)

 , (4.1)

èíòåãðóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ïî âñiì òðàåêòîðiÿì ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

q(tf ) = qf , q(ti) = qi.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèòóàöiþ êîëè âêëþ÷åíî äæåðåëî

L→ L+ ~J(t)q(t). (4.2)
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Íåõàé äæåðåëî âiäìiíå âiä íóëÿ äëÿ ïðîìiæêó ÷àñó âiä t äî t′ (T < t < t′ < T ′), òîäi

〈Q′T ′|QT 〉J = N

∫
Dq(t) exp

 i
~

T ′∫
T

dt (L+ ~J(t)q(t))

 . (4.3)

Ìè ìîæåìî çàïèñàòè

〈Q′T ′|QT 〉J =

∫
dq′dq〈Q′T ′|q′t′〉〈q′t′|qt〉J〈qt|QT 〉. (4.4)

Òîäi

〈Q′T ′|q′t′〉 = 〈Q′|e−
i
~HT

′
e
i
~Ht

′|q′〉 =

(âñòàâëÿ¹ìî îäèíèöó 1 =
∑

m |ϕm〉〈ϕm|, äå ϕm � âëàñíi ñòàíè H : H|ϕm〉 = Em|ϕm〉)

=
∑
m

〈Q′|e−
i
~HT

′ |ϕm〉〈ϕm|e
i
~Ht

′ |q′〉 =

=
∑
m

e
i
~Em(t′−T ′)〈Q′|ϕm〉〈ϕm|q′〉 =

=
∑
m

e
i
~Em(t′−T ′)ϕm(Q′)ϕ∗m(q′). (4.5)

Êâàíòîâå ÷èñëî m âêëþ÷à¹ ñóêóïíiñòü âñiõ êâàíòîâèõ ÷èñåë, ÿê äèñêðåòíèõ, òàê i íåïå-

ðåðâíèõ, i âëàñíi çíà÷åííÿ âïîðÿäêîâàíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ çí÷åíü åíåðãi¨: E0 < E1 <

E2 < . . . (ìè ââàæà¹ìî, ùî îñíîâíèé ñòàí âiääiëåíèé ùiëèíîþ âiä ïåðøîãî çáóäæåíîãî

ðiâíÿ).

Àíàëîãi÷íî,

〈qt|QT 〉 =
∑
n

e−
i
~En(t−T )ϕn(q)ϕ∗n(Q),

òîäi

〈Q′T ′|QT 〉J =
∑
m,n

e
i
~Em(t′−T ′)− i

~En(t−T )

∫
dq dq′ϕm(Q′)ϕ∗m(q′)ϕn(q)ϕ∗n(Q)〈q′t′|qt〉J . (4.6)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ãðàíèöþ â êîìïëåêñíié ïëîùèíi çìiííèõ T i T ′: T → −∞e−iδ, T ′ →

∞e−iδ. Àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ äî êîìïëåêñíèõ T i T ′ òðèâiàëüíî, òàê ÿê âîíè âõîäÿòü

òiëüêè â ïîêàçíèêè åêñïîíåíò. Òîäi â ñóìó áóäóò äàâàòè âíåñîê òiëüêè ÷ëåíè n = 0,

m = 0, òîáòî îñíîâíèé (âàêóóìíèé) ñòàí, îñêiëüêè ÷ëåíè ç n ≥ 1,m ≥ 1 åêñïîíåíöiàëüíî

ìàëi âiäíîñíî âíåñêó îñíîâíîãî ñòàíó.

〈Q′T ′|QT 〉J ≈ T ′→∞e−iδ
T→−∞e−iδ

e−
i
~E0(T ′−T )ϕ0(Q′)ϕ∗0(Q)

∫
dq dq′ϕ∗0(q′)〈q′t′|qt〉Jϕ0(q), (4.7)
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ϕ0(q) � õâèëüîâà ôóíêöiÿ âàêóóìíîãî ñòàíó.

Çàïèøåìî∫
dq dq′ϕ∗0(q′)〈q′t′|qt〉Jϕ0(q) =

〈Q′T ′|QT 〉J

ϕ0(Q′)ϕ∗0(Q) exp
[
− i

~E0(T ′ − T )
] . (4.8)

Ëiâà ÷àñòèíà � íå ùî iíøå, ÿê àìïëiòóäà ïåðåõîäó âàêóóì-âàêóóì, âîíà íå çàëåæèòü

âiä T , T ′, i ìà¹ iñíóâàòè ãðàíèöÿ êîëè T ′ → ∞e−iδ, T → −∞e−iδ. Çìiííi t′ è −t ìîæíà

ïiñëÿ ãðàíèöi âèáðàòè ÿê çàâãîäíî âåëèêèìè. Òîäi áóäåìî ìàòè

〈0,∞|0,−∞〉J = N

∫
DQ exp

 i
~

∞∫
−∞

dt(L(Q, Q̇) + ~J(Q))

 . (4.9)

Ãåíåðèðóþ÷èé ôóíêöiîíàë àáî àìïëiòóäà ïåðåõîäó âàêóóì-âàêóóì â ïðèñóòíîñòi äæå-

ðåë âèçíà÷à¹ìî ÿê

Z(J) = 〈0,∞|0,−∞〉J . (4.10)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìàòðè÷íèé åëåìåíò îïåðàòîðà êîîðäèíàòè â çàäàíèé ÷àñ tn1 , 〈qf tf |q̂(tn1)|qiti〉,

äå tf > tn1 > ti. Òîäi

〈qf tf |q̂(tn1)|qiti〉 = N

∫
dq1 . . . dqn〈qf tf |qntn〉 . . . 〈qn1tn1 |q̂(tn1)|qn1−1tn1−1〉 . . . 〈q1t1|qiti〉

= N

∫
Dq(t)Dp(t) q(tn1) exp

 i
~

tf∫
ti

dt(pq̇ −H(p, q))

 . (4.11)

Â îñòàíüîìó âèðàçi ïiä iíòåãðàëîì q(tn1) - âæå ÷èñëî, à íå îïåðàòîð.

Òàê ñàìî, ÿêùî tf > tn1 > tn2 > ti, òîäi ìàòðè÷íèé åëåìåíò äîáóòêó äâîõ îïåðàòîðiâ

〈qf tf |q̂(tn1)q̂(tn2)|qiti〉 = N

∫
Dq(t)Dp(t) q(tn1)q(tn2)e

iS(q,p). (4.12)

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî tf > tn2 > tn1 > ti, òîäi

〈qf tf |q̂(tn2)q̂(tn1)|qiti〉 = N

∫
Dq(t)Dp(t) q(tn2)q(tn1)e

iS(q,p). (4.13)

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

〈qf tf |T [q̂(tn2)q̂(tn1)]|qiti〉 = N

∫
Dq(t)Dp(t) q(t1)q(t2)eiS(q,p), (4.14)

äå ìè ââåëè îïåðàòîð õðîíîëîãi÷íîãî âïîðÿäêóâàííÿ T . Éîãî ìîæíà çàïèñàòè ÷åðåç

θ-ôóíêöi¨:

T [q̂(tn2)q̂(tn1)] = θ (tn2 − tn1) q̂(tn2)q̂(tn1) + θ (tn1 − tn2) q̂(tn1)q̂(tn2). (4.15)
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Ðåçóëüòàò î÷åâèäíî óçàãàëüíó¹òñÿ íà áóäü-ÿêå ÷èñëî îïåðàòîðiâ. Íåâàæêî ïîáà÷èòè,

ùî ïîõiäíi ôóíêöiîíàëó (4.9)

δZ(J)

δJ(t1)
= iN

∫
Dq(t) q(t1) exp

 i
~

∞∫
−∞

dt(L+ ~J(t)q(t))

 , (4.16)

i, òàêèì ÷èíîì

δnZ(J(t))

δJ(t1)...δJ(tn)

∣∣∣∣
J=0

= inN

∫
Dq q(t1)...q(tn)eiS =

= in〈0,∞|Tq(t1)...q(tn)|0,−∞〉.

Äëÿ çáiæíîñòi iíòåãðàëà ìîæíà äîáàâèòè äî L äîäàòè iεq2

2
. Ôóíêöiîíàë Z(J(t)) (4.9)

òàêèì ÷èíîì ãåíåðó¹ êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ 〈0,∞|Tq(t1)...q(tn)|0,−∞〉. Çâè÷àéíî ôóíê-

öiîíàë íîðìóþòü òàê, ùî Z(J = 0) = 1, òîìó

N−1 =

∫
Dq(t) exp

 i
~

∞∫
−∞

dt L(q, q̇)

 . (4.17)

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç (4.9) äëÿ ãåíåðóþ÷îãî ôóíêöiîíàëó íå çàëåæèòü âiä ãðàíè÷íèõ

çíà÷åíü qi, qf , òîìó iíòåãðóâàííÿ ïî q(t) iäå ïî âñiì çíà÷åííÿì âiä −∞ äî ∞.

Ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ôóíêöiîíàë

Z(J,K) = N

∫
Dq(t)Dp(t) exp

 i

~
S(q, p) + i

∞∫
−∞

dt[J(t)q(t) +K(t)p(t)]

 (4.18)

¹ ãåíåðóþ÷èì äëÿ ôóíêöié Ãðiíà

G (t1, . . . , tj, tj+1, . . . , tn) = 〈0|T [q̂(t1), . . . , q̂(tj), p̂(tj+1), . . . , p̂(tn)] |0〉, (4.19)

ÿêi îòðèìóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ

G (t1, . . . , tj, tj+1, . . . , tn) =
1

in
δj

δJ(t1) . . . δJ(tj)

δn−j

δK(tj+1) . . . δK(tn)

Z(J,K)

Z(0, 0)

∣∣∣
J=K=0

. (4.20)

Ïðèêëàäè ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié â ìàòåìàòèöi.

Ôóíêöiÿ

h(x, t) = exp(2xt− t2) =
∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
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¹ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¹þ äëÿ ïîëiíîìiâ Åðìiòà,

Hn(x) =
∂n

∂tn
h(x, t)

∣∣∣
t=0
.

Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ ïîëiíîìiâ Ëåæàíäðà

1√
1− 2xt+ t2

=
∞∑
n=0

Pn(x)tn, |t|, |x| < 1, (4.21)

âàæëèâà äëÿ îòðèìàííÿ ìóëüòiïîëüíîãî ðîçêëàäó êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó,

1

|r− r′|
=

1√
r2 + r′2 − 2rr′ cos θ

=
1

r

1√
1− 2(r′/r) cos θ + (r′/r)2

. (4.22)

5. Ôåéìàíiâñüêèé ïðîïàãàòîð ó åíåðãåòè÷íîìó ïðåäñòàâëåííi.

Ôåéìàíiâñüêèé ïðîïàãàòîð ìiñòèòü âàæëèâó iíôîðìàöiþ ïðî ñèñòåìó. Ðîçãëÿíåìî

éîãî ïðåäñòàâëåííÿ â åíåðãåòè÷íîìó ïðîñòîði:

G (qf , qi;E) =

∞∫
0

d (tf − ti)
(
− i
~

)
K(qf , tf |qi, ti)eiE(tf−ti)/~, (5.1)

ó âèïàäêó êîëè ÿäðî çàëåæèòü âiä ðiçíèöi tf − ti. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñíi ôóíêöi¨ ãà-

ìiëüòîíiàíó, H|ϕn〉 = En|ϕn〉, òà ðîçêëàä îäèíèöi,
∑

n |ϕn〉〈ϕn| = 1, ïðåäñòàâèìî ôåé-

ìàíiâñüêèé ïðîïàãàòîð ó âèãëÿäi:

K(qf , tf |qi, ti) = 〈qf |e−iH(tf−ti)/~|qi〉 =
∑
n,m=0

〈qf |ϕn〉〈ϕn|e−iH(tf−ti)/~|ϕm〉〈ϕm|qi〉. (5.2)

Ñèñòåìà âëàñíèõ åíåðãåòè÷íèõ ñòàíiâ îðòîíîðìîâàíà : 〈ϕn|ϕm〉 = δnm. Iíòåãðóþ÷è ïî

R â (5.1), îòðèìó¹ìî

G (qf , qi;E) =
∑
n

ϕn(qf )ϕ
∗
n(qi)

E − En + iε
, (5.3)

i äëÿ ñëiäà

TrG(E) =

∞∫
−∞

dqG (q, q;E) =
∑
n

1

E − En + iε
. (5.4)

Ãóñòèíà ñòàíiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ρ(E) = − 1

π
ImTrG(E + iε) =

1

π

∑
n

δ(E − En), (5.5)

i ëîêàëüíà ãóñòèíà ñòàíiâ, ÿêà çàëåæèòü òàêîæ âiä êîîðäèíàòè,

ρ(q, E) = − 1

π
ImG(q, q;E + iε) =

1

π

∑
n

|ϕn(q)|2δ(E − En). (5.6)
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6. Ãåíåðóþ÷èé ôóíêöiîíàë â êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ (ñêàëÿðíi ïîëÿ)

Êâàíòîâà ìåõàíiêà îïèñó¹ äèíàìiêó êëàñè÷íèõ íåðåëÿòèâiñòñüêèõ òî÷êîâèõ ÷àñòè-

íîê, äå êîîðäèíàòè ÷àñòèíîê ïðåäñòàâëÿþòü ñòóïåíi âiëüíîñòi ñèñòåìè. Êëàñè÷íi òåîði¨

ïîëÿ - öå óçàãàëüíåííÿ òî÷êîâî¨ ìåõàíiêè íà ñèñòåìè ç íåñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòóïåíiâ

âiëüíîñòi - çàäàíå ÷èñëî äëÿ êîæíî¨ ïðîñòîðîâî¨ òî÷êè x. Ó öüîìó âèïàäêó ñòóïåíÿìè

âiëüíîñòi ¹ çíà÷åííÿ ïîëÿ ϕ(x). Ó âèïàäêó íåéòðàëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ - äiéñíå

÷èñëî, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ îäíó ñòóïiíü ñâîáîäè â çàäàíié ïðîñòîðîâié òî÷öi. Ç iíøîãî áîêó,

çàðÿäæåíå ñêàëÿðíå ïîëå îïèñó¹òüñÿ êîìïëåêñíèì ÷èñëîì i, îòæå, ïðåäñòàâëÿ¹ äâi ñòó-

ïåíi âiëüíîñòi â ïðîñòîðîâié òî÷öi. Êëàñè÷íi ðiâíÿííÿ ðóõó âèïëèâàþòü ç åêñòðåìóìà

ôóíêöiîíàëó äi¨

S[ϕ] =

∫
d4xL(ϕ, ∂µϕ), ∂µ =

∂

∂xµ
. (6.1)

Iíòåãðàë çà ÷àñîì ó ìåõàíèöi òî÷êè òåïåð çàìiíþ¹òüñÿ iíòåãðàëîì çà ïðîñòîðîì i ÷àñîì

(x = (x, t ≡ x0)), à ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà òî÷êîâî¨ ìåõàíiêè çàìiíþ¹òüñÿ íà Ëàãðàíæåâó

ôóíêöiþ ãóñòèíè (àáî ëàãðàíæåâà ãóñòèíà). Ó âèïàäêó íåéòðàëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

L(ϕ, ∂µϕ) =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ). (6.2)

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì òåîði¨ iç âçà¹ìîäi¹þ ¹ òåîðiÿ ϕ4 ç ïîòåíöiàëîì

V (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4, (6.3)

äå m - ìàñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, à λ - êîíñòàíòà çâ'ÿçêó ñàìîâçà¹ìîäi¨. Ìàñîâèé äîäàíîê ¹

àíàëîãîì ãàðìîíiéíîãî ïîòåíöiàëó â òî÷êîâié ìåõàíiöi, òîäi ÿê âçà¹ìîäiÿ λ
4!
ϕ4 âiäïîâiäà¹

àíãàðìîíi÷íîìó çáóðåííþ. Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà-Åéëåðà

∂µ
δL

δ∂µϕ
− δL

δϕ
= 0, L[ϕ] =

∫
d3xL(ϕ, ∂µϕ) (6.4)

¹ êëàñè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ðóõó ïîëÿ. Ó âèïàäêó λ = 0 (âiäñóòíiñòü âçà¹ìîäi¨) öå ¹

ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà

(� +m2)ϕ(x) = 0, � = ∂2
0 − ∂2

x. (6.5)

Iíòåãðàë ïî òðà¹êòîðiÿì â êâàíòîâié ìåõàíiöi çàìiíþ¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì (àáî êîí-

òèíóàëüíèì) iíòåãðàëîì â êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ. Äëÿ ãåíåðóþ÷îãî ôóíêöiîíàëó ìà¹ìî

Z(J) = N

∫
Dϕ(x) exp

{
i

∫
d4x[L(ϕ) + J(x)ϕ(x) +

i

2
εϕ2]

}
= 〈0,∞|0,−∞〉J , (6.6)
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äå óÿâíèé äîäàíîê i
2
εϕ2 (ε > 0) äîäàíèé äëÿ çáiæíîñòi iíòåãðàëà (ãðàíèöÿ ε → 0 áå-

ðåòüñÿ â êiíöi îá÷èñëåíü). Iíòåãðóâàííÿ ïî çíà÷åííÿì ïîëÿ ϕ éäå âiä −∞ äî +∞.

Îá÷èñëåìî éîãî äëÿ äiéñíîãî âiëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (λ = 0) ç ëàãðàíæiàíîì

L0 =
1

2
(∂µϕ∂µϕ−m2ϕ2). (6.7)

Ãåíåðóþ÷èé ôóíêöiîíàë î÷åâiäíî ìà¹ âèãëÿä

Z(J) = N

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d4x[

1

2
(∂µϕ∂

µϕ− (m2 − iε)ϕ2) + ϕJ ]

}
(6.8)

= N

∫
Dϕ exp

{
−i
∫
d4x[

1

2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ− Jϕ]

}
, (6.9)

äå â îñòàííüîìó âèðàçi ìè çðîáèëè iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè i çíåõòóâàëè ïîâåðõíå-

âèì äîäàíêîì îñêiëüêè ôiçè÷íi ïîëÿ ïðÿìóþòü äî íóëÿ íà íåñêií÷åííîñòi çà ÷àñîâié i

ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàòàì. Çðîáèìî â iíòåãðàëi çàìiíó ϕ(x) → ϕ(x) + ϕ0(x), äå ϕ0(x) -

äåÿêà êîíêðåòíà ôóíêöiÿ. Òîäi

Z(J) = N

∫
Dϕ exp{−i

∫
d4x[

1

2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ+

1

2
ϕ0(� +m2 − iε)ϕ

+
1

2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ0 +

1

2
ϕ0(� +m2 − iε)ϕ0 − Jϕ− Jϕ0]}

= N

∫
Dϕ exp{−i

∫
d4x[

1

2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ+ ϕ(� +m2 − iε)ϕ0 − Jϕ

+
1

2
ϕ0(� +m2 − iε)ϕ0 − Jϕ0]}. (6.10)

Âèáåðåìî â ÿêîñòi ϕ0(x) ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(� +m2 − iε)ϕ0(x) = J(x) ⇒ ϕ0(x) =

∫
Dc(x− y)J(y), (6.11)

äå Dc(x − y) - ôóíêöiÿ Ãðiíà, òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ç äåëüòà

ôóíêöi¹þ â ïðàâî¨ ÷àñòèíi,

(� +m2 − iε)Dc(x− y) = δ(x− y). (6.12)

Öå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i ïîñòiéíèìè êîåôiöiåíòàìè i ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ Ôóð'¹ ïåðåòâîðåííÿ, çíàõîäèìî

Dc(x) =

∫
d4k

(2π)4

e−ikx

m2 − k2 − iε
. (6.13)
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Óÿâíèé äîäàíîê iε çìiùó¹ ïîëþñà â ïîäèíòåãðàëüíîìó âèðàçi â êîìïëåêñíó ïëîùèíó.

Òîäi

Z(J) = N exp

(
i

2

∫
d4xϕ0(x)J(x)

)∫
Dϕ exp

{
i

2

∫
d4xϕ(� +m2 − iε)ϕ

}
= N ′ exp

i

2

∫
d4x d4yJ(x)Dc(x− y)J(y), (6.14)

òîáòî, ìè çíàéøëè ÿâíó çàëåæíiñòü ôóíêöiîíàëó Z(J) âiä J . Â îñòàíüîìó âèðàçi ìè

âèêîðèñòàëè ðîçâ'ÿçîê (6.11) äëÿ ϕ0(x), i âêëþ÷èëè iíòåãðàë ïî ϕ, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä

äæåðåëà J(x), â êîíñòàíòó N ′. ßêùî íîðìóâàòè ôóíêöiîíàë òàêèì ÷èíîì, ùî Z(J =

0) = 1, òî

Z(J) = exp
i

2

∫
d4x d4yJ(x)Dc(x− y)J(y). (6.15)

Â ôóíêöiîíàëüíîìó iíòåãðàëi (6.8) ìîæíà çðîáèòè ïîâîðîò â åâêëiäîâèé ïðîñòið

(âiêîâñüêèé ïîâîðîò)

x4 = ix0 ⇒ (∂0ϕ)2 − (∂iϕ)2 = −(∂4ϕ)2 − (∂iϕ)2 = −(∂µϕ)2.

Âiäïîâiäíèé ãåíåðóþ÷èé ôóíêöiîíàë äîðiâíþ¹

Z(J) =

∫
Dϕ exp

{
−
∫ (

1

2
[(∂µϕ)2 +m2ϕ2]− ϕJ

)
d4xE

}
, (6.16)

äå iíòåãðóâàííÿ éäå çà åâêëiäîâèìè êîîðäèíàòàìè xE. Öå âiíåðîâñüêèé iíòåãðàë (çà-

ñòîñîâó¹òüñÿ â ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi). Íàïðèêëàä, ñòàòèñòè÷íà ñóìà çàïèñó¹òüñÿ ÿê

Z = Tr e−βH =

∫
ϕ(0,x)=ϕ(β,x)

Dϕ(τ,x) exp

− β∫
0

dτ d3xLE(ϕ(t,x))

 , (6.17)

i iíòåãðóâàííÿ éäå çà êîíôiãóðàöiÿìè ïîëÿ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ϕ(0,x) = ϕ(β,x).

Âiäïîâiäíà ëàãðàíæåâà ãóñòèíà ìà¹ âèãëÿä

LE(ϕ(t,x)) =
1

2
∂µϕ∂µϕ+ V (ϕ). (6.18)

Çâåðíåìî óâàãó, ùî êiíåòè÷íèé äîäàíîê 1
2
(∂µϕ)2 ¹ òåïåð ïîçèòèâíî âèçíà÷åíà âåëè÷è-

íà, à ïîòåíöiéíà ôóíêöiÿ V (ϕ) âõîäèòü çi çíàêîì ïëþñ, i ó âèïàäêó ïîíåíöiàëó (6.3)

óâåñü âèðàç LE(ϕ(t,x)) ¹ ïîçèòèâíà âåëè÷èíà. Òàêèì ÷èíîì, çáiæíiñòü âiíåðîâñüêîãî

iíòåãðàëó ¹ íàáàãàòî êðàùå çà ôåéìàíiâñüêîãî iíòåãðàëó.
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7. Iíòåãðàëè âiä áàãàòüîõ çìiííèõ

Äîáðå âiäîìèé ãàóñîâèé iíòåãðàë

∞∫
−∞

dxe−
1
2
ax2 =

(
2π

a

)1/2

.

Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òàêèõ iíòåãðàëiâ

∞∫
−∞

e
− 1

2

N∑
i=i

aix
2
i
dx1 . . . dxN =

(2π)N/2(
N∏
i=1

ai

)1/2
.

Íåõàé A � äiàãîíàëüíà ìàòðèöà ç åëåìåíòàìè a1, a2, . . . , an, à x � âåêòîð (x1, . . . , xn).

Òîäi

(x,Ax) =
N∑
i=1

aix
2
i , detA =

N∏
i=1

ai.

Ìîæíà çàïèñàòè∫
e−

1
2

(x,Ax)dNx = (2π)N/2(detA)−1/2, dNx ≡
N∏
i=1

dxi. (7.1)

Î÷åâèäíî, öÿ ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêî¨ äiéñíîé ñèìåòðè÷íîé ìàòðèöi (òàêi

ìàòðèöi äèàãîíàëiçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ x→ Ox, OTO =

1, detO = 1). ∫
e−

1
2

(x,Ax)dx = (detA)−1/2, dx =
N∏
i=1

dxi√
2π
.

Ôîðìóëà ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ äëÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

Q(x) =
1

2
(x,Ax) + (b, x), Q′(x) = Ax+ b = 0 ⇒ x̄ = −A−1b, Q′′(x) = A. (7.2)

Êâàäðàòè÷íó ôîðìó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi ðîçêëàäó âiäíîñíî òî÷êè x̄:

Q(x) = Q(x̄) +Q′(x̄)(x− x̄) +
1

2
(x− x̄)Q′′(x)(x− x̄)

=
1

2
(x̄, Ax̄) + (b, x̄) +

1

2
(x− x̄, A(x− x̄))

=
1

2
(A−1b, A · A−1b)− (A−1b, b) +

1

2
(x− x̄, A(x− x̄))

= −1

2
(b, A−1b) +

1

2
(x− x̄, A(x− x̄)). (7.3)
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Äëÿ ãàóñîâîãî iíòåãðàëó âiä áàãàòüîõ çìiííèõ îòðèìó¹ìî çàãàëüíó ôîðìóëó

∞∫
−∞

e−Q(x)dx =

∞∫
−∞

e−
1
2

(x−x̄,A(x−x̄))dx × e
1
2
b·A−1·b = (detA)−1/2e

1
2
b·A−1·b. (7.4)

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåííÿ íà êîìïëåêñíi ÷èñëà. Äëÿ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ

∞∫
−∞

e−a(x2+y2)dx dy =
π

a
. (7.5)

Ââîäÿ÷è êîìïëåêñíi çìiííi, i çäiéñíþþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ

z = x+ iy, z∗ = x− iy, dz∗dz =
∂(z∗, z)

∂(x, y)
dx dy,

∂(z∗, z)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣ 1 −i

1 i

∣∣∣∣∣∣ = 2i, dx dy =
dz∗dz

2i
,

ïåðåïèøèìî iíòåãðàë ó âèãëÿäi∫
e−az

∗z dz∗

(2πi)1/2

dz

(2πi)1/2
=

1

a
. (7.6)

Äëÿ äîäàòíüî-âèçíà÷åíèõ åðìiòîâèõ ìàòðèöü ãàóñîâèé iíòåãðàë âiä êîìïëåêñíèõ çìií-

íèõ ∫
e−(z∗,Az)dz∗dz = (detA)−1, dz∗dz ≡

N∏
i=1

dz∗i dzi
2πi

. (7.7)

Àáî, ó âèïàäêó ïðèñóòíîñòi ëiíiéíîãî äîäàíêó∫
e−(z∗,Az)+b·zdz∗dz = (detA)−1 exp(bA−1b), b · z ≡

N∑
i=1

bizi. (7.8)

Óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåãðàëiâ ¹ (ôîðìàëüíå óçàãàëüíåííÿ â

ãðàíèöi N →∞) ∫
Dϕ exp

[
−1

2

∫
d4xϕ(x)Aϕ(x)

]
= (detA)−1/2,

∫
Dϕ∗Dϕ exp

[
−
∫
d4xϕ∗(x)Aϕ(x)

]
= (detA)−1.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî îá÷èñëåííÿ ãåíåðóþ÷îãî ôóíêöiîíàëà äëÿ âiëüíîãî ïîëÿ, çíàõîäèìî

Z0(J) = N exp

[
i

2

∫
d4x d4y J(x)Dc(x− y)J(y)

]
[det i(� +m2 − iε)]−1/2.
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Îïåðàòîð A = i(� + m2 − iε) ãðà¹ ðîëü ìàòðèöi â (7.2), b = −iJ , i îáåðíåíèé îïåðàòîð

¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà,

A−1 =
1

i
Dc(x− y).

Ìè îá÷èñëèëè, òàêèì ÷èíîì, êîíñòàíòó N ′ = N [det i(� +m2 − iε)]−1/2.

Îá÷èñëèìî òåïåð ãàóñîâèé iíòåãðàë òèïó

Ir1...r2n ≡
∞∫

−∞

N∏
i=1

dxi xr1xr2 . . . xr2ne
− 1

2
(xAx), (7.9)

äå ¹ ïàðíå ÷èñëî ïðåäåêñïîíåíöiéíèõ ìíîæíèêiâ (äëÿ íåïàðíîãî ÷èñëà ìíîæíèêiâ ií-

òåãðàë î÷åâèäíî äîðiâíþ¹ íóëåâi). Ìè ìà¹ìî

∞∫
−∞

N∏
i=1

dxi e
− 1

2

N∑
i,j
xiAijxj−

N∑
i=1

bixi
=

(
det

A

2π

)−1/2

e
1
2

N∑
i,j
biA
−1
ij bj

. (7.10)

Â îñòàíüîìó âèðàçi ðîçêëàäåìî â ðÿä åêñïîíåíòè, ÿêi ìiñòÿòü bi,

∞∑
n=0

∑
r1...r2n

1

(2n)!
Ir1...r2nbr1...r2n = I0

∞∑
n=0

1

n!2n

(∑
i,j

biA
−1
ij bj

)n

, I0 =

(
det

A

2π

)−1/2

. (7.11)

Ïîðiâíþþ÷è ñòóïåíi �äæåðåë� b, ìà¹ìî

∑
r1...r2n

Ir1...r2nbr1 . . . br2n = I0
(2n)!

n!2n

(∑
i,j

biA
−1
ij bj

)n

. (7.12)

Äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ

n = 1 ⇒
∑
r1r2

Ir1r2br1br2 = I0

∑
ij

biA
−1
ij bj ⇒ Ir1r2 = I0(A−1)r1r2 ,

n = 2 ⇒
∑
r1...r4

Ir1...r4br1 . . . br4 = I0

∑
ij

(biA
−1
ij bj)

2 · 3.

Äèôåðåíöèþ÷è ïî b1, b2, b3, b4, çíàõîäèìî

Ir1...r4 = I0

[
A−1
r1r2

A−1
r3r4

+ A−1
r1r3

A−1
r2r4

+ A−1
r1r4

A−1
r2r3

]
. (7.13)

Öå àíàëîã òåîðåìè Âiêà äëÿ áîçîíèõ ïîëiâ. Ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ñïðàâåäëèâi, êîëè

äåòåðìiíàíò âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîáòî âiäñóòíi íóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi A.
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8. Ôóíêöiîíàëüíå iíòåãðóâàííÿ ïî ãðàñìàíîâèì çìiííèì

Àëãåáðà Ãðàñìàíà àíòiêîìóòóþ÷èõ çìiííèõ.

{θ, θ} = 0, àáî θ2 = 0 � âèïàäîê îäíi¹¨ ãðàñìàíîâî¨ çìiííî¨ {A,B} = AB+BA. Òàêèõ

÷èñåë íå iñíó¹, àëå òàêó àëãåáðó ìîæíà, íàïðèêëàä, ðåàëiçóâàòè íà ìàòðèöÿõ. Çîêðåìà,

â öüîìó âèïàäêó

θ =

 0 1

0 0

 . (8.1)

Äëÿ ãðàñìàíîâèõ çìiííèõ íå iñíó¹ îïåðàöi¨ äiëåííÿ íà íóëü, ÿêå ïðèòàìàííî äëÿ âñiõ

÷èñëîâèõ ñèñòåì. Òîìó ãðàñìàíîâi çìiííi íå ¹, ñòðîãî ãîâîðÿ, ÷èñëàìè, àëå íàé÷àñòiøå

ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè i äëÿ íèõ öå ñëîâî, ìàþ÷è, çâè÷àéíî íà óâàçi ¨õíþ âiäìií-

íiñòü âiä çàãàëüíîâiäîìèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì. Î÷åâèäíî, çâè÷àéíå âèçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨,

ÿêå âèêîðèñòîâó¹ òàêó îïåðàöiþ, íå ìîæå iñíóâàòè. Âèçíà÷èìî äèôåðåíöiéíèé îïåðàòîð

àëãåáðài÷íèì ñïiââiäíîøåííÿì

{ d
dθ
, θ} = 1. (8.2)

Äiéñíî, çàãàëüíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ îäíi¹¨ ãðàñìàíîâî¨ çìiííî¨

f(θ) = f0 + f1 · θ ⇒ θf = f0θ. (8.3)

Òîäi, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ãðàñìàíîâî¨ çìiííî¨ f(θ), ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ òîòîæíiñòü

(8.2):
d

dθ
(θf) + θ

d

dθ
f = f(θ) = f0 + f1θ. (8.4)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîòîæíîãî âèêîíàííÿ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ òðåáà ïîêëàñòè

dθ

dθ
= 1,

df

dθ
= f1, (8.5)

äå ìè ââàæà¹ìî, ùî f1 � çâè÷àéíå ÷èñëî. Ç iíøîãî áîêó, çàïèñóþ÷è òîòîæíiñòü ó

âèãëÿëi
d

dθ
(θf) = f − θ d

dθ
f, (8.6)

ìè îòðèìó¹ìî ïðàâèëî Ëåéáíiöà äëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêiâ ãðàñìàíîâèõ çìiííèõ.

Äëÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨

df

dθ
= f1,

d2f

d2θ
= 0 ⇒

{
d

dθ
,
d

dθ

}
= 0.
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Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äèôåðåíöóâàííÿ íåìà¹ çâîðîòíüî¨ îïåðàöi¨. Âèùå êîåôiöè¹íòè f1, f2

áóëè çâè÷àéíèìè ÷èñëàìè, àëå ìîæíà ¨õ òàêîæ ðîçãëÿäàòè ÿê êàê ãðàñìàíîâi çìiííi.

Òîäi
df(θ)

dθ
= −f1.

Ìîæíà ðîçãëÿäàòè ëiâi òà ïðàâi ïîõiäíi

~d

dθ
f(θ) = −f1,

←
d

dθ
f(θ) = f1. (8.7)

(Ô.Áåðåçèí, Ìåòîä âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ)

Iç-çà òîãî, ùî äëÿ äèôåðåíöþâàííÿ íåìà¹ çâîðîòíüî¨ îïåðàöi¨, âèíèêàþòü íåçðó÷íî-

ñòi ïðè âèçíà÷åííi îïåðàöi¨ iíòåãðóâàííÿ, ïðî ÿêó ìè çâè÷àéíî i äóìà¹ìî ÿê î çâîðîòíüî¨

îïåðàöi¨. Âèçíà÷èìî ôîðìàëüíî îïåðàöiþ iíòåãðóâàííÿ òàê, ùîá âîíà áóëà iíâàðèàíòíà

âiäíîñíî çñóâó çìiííèõ, òîáòî ∫
dθf(θ) =

∫
dθf(θ + ξ), (8.8)

òîáòî ∫
dθ(f0 + f1θ) =

∫
dθ(f0 + f1θ + f1ξ). (8.9)

Òîäi íåîáõiäíî ïîêëàñòè∫
dθ = 0,

∫
dθ θ = 1 ⇒

∫
dθ f(θ) = f1, (8.10)

òîáòî îïåðàöiÿ iíòåãðóâàííÿ äi¹ â òî÷íîñòi ÿê äèôåðåíöiþâàííÿ, òîáòî∫
dθ f(θ) =

d

dθ
f(θ). (8.11)

Çâiäñè ∫
dθ

d

dθ
f(θ) = 0, (8.12)

òîáòî, iíòåãðàë âiä ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ äîðiâíþ¹ íóëåâi, i ïîêàçó¹, ùî îïåðàöiÿ iíòåãðóâàííÿ

íå ¹ çâîðîòíîþ äî îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ. Îïåðàöiÿ iíòåãðóâàííÿ ìà¹ âëàñòèâîñòi

õàðàêòåðíi äëÿ iíòåãðóâàííÿ â ðàçi âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ:

1. Iíòåãðàë âiä ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ.

2. Â ðåçóëüòàòi iíòåãðóâàííÿ ïî îäíié iç çìiííèõ îòðèìàíèé âèðàç íå çàëåæèòü âiä öi¹¨

çìiííî¨.
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3.Ìíîæíèê â äîáóòêó, íåçàëåæíèé âiä çìiííèõ iíòåãðóâàíü, ìîæå áóòè âèíåñåíèé ç ïiä

çíàêà iíòåãðóâàííÿ.

Ñâiò îäíi¹¨ ãðàñìàíîâî¨ çìiííî¨ áiäíèé, òîìó ðîçãëÿíåìî N ãðàñìàíîâèõ çìiííèõ

θ1, . . . θN , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

{θi, θj} = 0, i, j = 1 . . . N. (8.13)

Òàêîæ îïåðàòîðè ïîõiäíèõ çàäîâîëüíÿþòü{
∂

∂θi
, θj

}
= δij,

{
∂

∂θi
,
∂

∂θj

}
= 0. (8.14)

Äîâiëüíà ôóíêöiÿ ãðàñìàíîâèõ çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä

f(θi) = α + βiθi + cijθiθj + . . .+ cθ1θ2 . . . θN ,

äå, î÷åâèäíî, êîåôiöiåíòè cij, cijk i òàê äàëi, àíòiñèìåòðè÷íi ïî âñiõ iíäåêñàõ. Î÷åâèäíî

òàêîæ, ùî ðÿä îáðèâà¹òüñÿ íà îñòàííüîìó äîäàíêó, îñêiëüêè íàñòóïíi äîäàíêè áóäóòü

ìiñòèòè ñòóïåíi θi, ÿêi çàíóëÿþòüñÿ.

Iíòåãðóâàííÿ ïî ãðàñìàíîâèì çìiííèì Ìà¹ìî ïðàâèëà iíòåãðóâàííÿ∫
dθi = 0,

∫
dθiθi = 1,

∫
dθ1 dθ2 θ1θ2 = −

∫
dθ1(dθ2θ2)θ1 = −1.

Ðîçãëÿíåìî ãàóñîâèé iíòåãðàë

IN(M) =

∫
dθ1 . . . dθNe

− 1
2
θTMθ, (8.15)

äå N � ïàðíå, M � àíòèñèìåòðè÷íà N × N ìàòðèöÿ. Ó âèïàäêó N = 2 ìàòðèöÿ ìà¹

M âèãëÿä

M =

 0 m12

−m12 0

 , (8.16)

òîäi

I2(M) =

∫
dθ1dθ2 exp

[
−1

2
(θ1m12θ2 −m12θ2θ1)

]
=

∫
dθ1dθ2[1−m12θ1θ2] = m12 = (detM)1/2, (8.17)
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äå ìè ââåëè 1× 1 ìàòðèöþ M = m12. Îòðèìó¹ìî çàãàëüíó ôîðìóëó

IN(M) = (detM)1/2, (8.18)

çâiäêè î÷åâèäíî, ùî N ïîâèííî áóòè ïàðíèì. Ïîðiâíþþ÷è ç âiäïîâiäíèì iíòåãðàëîì

äëÿ çâè÷àéíèõ äiéñíèõ çìiííèõ (7.1), äå äåòåðìiíàíò âõîäèòü çi ñòóïåíåì −1/2, áà÷èìî,

ùî ó âiäïîâiäi äëÿ iíòåãðàëó ïî ãðàñìàíîâèì çìiííèì äåòåðìiíàíò âõîäèòü çi ñòóïåíåì

+1/2. Öå ñóòò¹âà âiäìiííiñòü äâîõ iíòåãðàëiâ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð iíòåãðàë ç ëiíiéíèì äîäàíêîì â êâàäðàòè÷íié ôîðìi

IN(M,χ) =

∫
dθ1 . . . dθNe

− 1
2
θTMθ+χiθi = (detM)1/2e−

1
2
χTM−1χ, (8.19)

äå χi � òàêîæ ãðàñìàíîâi ÷èñëà ({χi, χj} = 0, {χi, θj} = 0). Ïðè N = 2, áåðó÷è äî

óâàãè, ùî θ2
i = 0, ðÿä äëÿ åêñïîíåíòè îáðèâà¹òüñÿ,

exp

(
−1

2
θTMθ + χiθi

)
= exp(−θ1m12θ2 + χ1θ1 + χ2θ2)

= 1− θ1m12θ2 +
1

2
(χ1θ1 + χ2θ2)(χ1θ1 + χ2θ2) = 1− θ1m12θ2 − χ1χ2θ1θ2, (8.20)

i iíòåãðóâàííÿ ïî θi äà¹

I2(M,χ) = m12 + χ1χ2 = (detM)1/2 exp

[
−1

2
χTM−1χ

]
, (8.21)

Ïåðåâiðèìî, ùî îñòàííþ ðiâíiñòü äiéñíî ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi. Äëÿ àíòi-

ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi

M =

 0 m12

−m12 0

 ,

çíàõîäèìî îáåðíåíó ìàòðèöþ 0 m12

−m12 0

 0 a

−a 0

 =

 −am12 0

0 −am12

 =

 1 0

0 1

 ⇒ a = − 1

m12

.

exp

[
−1

2
χTM−1χ

]
= exp

−1

2
(χ1, χ2)

 0 −1/m12

1/m12 0

(χ1

χ2

) = (8.22)

= exp

[
χ1

1

m12

χ2

]
= 1 +

1

m12

χ1χ2. (8.23)
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Öåé æå ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè òàêîæ, âèêîíóþþ÷è çñóâ çìiííî¨

θ = θ′ −M−1χ.

Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è àíòèñèìåòðiþ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi M−1, ïðîâåäåìî ëàíöþæîê

ïåðåòâîðåíü,

IN(M,χ) =

∫
dθ′1 . . . dθ

′
N exp

[
−1

2
(θ′ −M−1χ)TM(θ′ −M−1χ) + χ(θ′ −M−1χ)

]
=

∫
dθ1 . . . dθN exp

[
−1

2
θTMθ − 1

2
χTM−1Mθ

+
1

2
θTMM−1χ+

1

2
χTM−1MM−1χ+ χθ − χM−1χ

]
=

∫
dθ1...dθNe

− 1
2
θTMθe−

1
2
χTM−1χ = (detM)1/2e−

1
2
χTM−1χ. (8.24)

Ðîçãëÿíåìî çàìiíó çìiííèõ θ → θ = f(θ′) â iíòåãðàëi ïî îäíié ãðàñìàíîâié çìiííié∫
dθθ = 1, ∫

dθ′Jf(θ′) = Jf1 ⇒ J =
1

f1

, f1 =
∂f(θ′)

∂θ′
,

Áà÷èìî, ùî ÿêîáiàí ìà¹ ôîðìó âiäìiííó âiä çàìiíè çìiííèõ â çâè÷àéíîìó iíòåãðàëi.

Äëÿ äâîõ çìiííèõ çðîáèìî çàìiíó(
θ1

θ2

)
=

 a11 a12

a21 a22

(θ′1
θ′2

)
⇒

θ1 = a11θ
′
1 + a12θ

′
2

θ2 = a21θ
′
1 + a22θ

′
2

Ç iíòåãðàëó ∫
dθ1dθ2 θ2θ1 = 1 ⇒

∫
dθ′1dθ

′
2 J(a21θ

′
1 + a22θ

′
2)(a11θ

′
1 + a12θ

′
2)

=

∫
dθ′1dθ

′
2 J(a22a11 − a12a21)θ′2θ

′
1 (8.25)

çíàõîäèìî âiäïîâiäíèé ÿêîáiàí ïåðåõîäó

J = det−1

∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ . (8.26)

Âií òàêîæ âiäìiííèé âiä âèïàäêó iíòåãðóâàííÿ ïî çâè÷àéíèì ÷èñëàì, äå äåòåðìèíàíò

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ó ïîçèòiâíî¨ ñòåïåíi. ßêîáiàí ïåðåõîäó äëÿ ãðàñìàíîâèõ çìiííèõ çâåòüñÿ

áåðåçiíiàíîì íà ÷åñòü Ô. Áåðåçiíà, ÿêèé âïåðøå îòðèìàâ òàêå ïðàâèëî çàìiíè çìiííèõ.

Öåé âèâiä ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê N çìiííèõ, òîáòî, ÿêùî çðîáèòè çàìiíó

θi =
N∑
j=1

aijθ
′
j, (8.27)

25



òî ÿêîáiàí ïåðåõîäó J áóäå

J−1 = detaij = det
∂θi
∂θ′j

. (8.28)

Ôîðìóëè ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê iíòåãðóâàííÿ ïî êîìïëåêñíèì ãðàñìàíîâèì

çìiííèì. Ïåðåéäåìî äî íîâèõ çìiííèõ

η =
1√
2

(θ1 + iθ2), η∗ =
1√
2

(θ1 − iθ2) ⇒ θ1 =
η + η∗√

2
, θ2 =

η − η∗

i
√

2
.

Öþ çìiíó çàïèøèìî ÿê (
θ1

θ2

)
=

 1√
2

1√
2

1
i
√

2
− 1
i
√

2

( η
η∗

)
.

Òîäi çìiíà ìiðè iíòåãðóâàííÿ

dθ1dθ2 = det −1

 1√
2

1√
2

1
i
√

2
− 1
i
√

2

 dηdη∗ =
1

i
dηdη∗. (8.29)

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó

1

2
θTMθ = θ1m12θ2 = − i

2
(η + η∗)m12(η − η∗) = −iη∗m12η,

i iíòåãðàë ïî äâîì ãðàñìàíîâèì çìiííèì ïðèéìà¹ âèãëÿä∫
dθ1dθ2 e

− 1
2
θTMθ =

∫
dηdη∗

i
eiη
∗m12η = m12,

òîáòî ∫
dηdη∗

i
eiη
∗Mη = detM.

Äàëi, ëiíiéíèé äîäàíîê çàïèøèìî ÿê

χ1θ1 + χ2θ2 = χ1
η + η∗√

2
+ χ2

η − η∗

i
√

2
=
χ1 − iχ2√

2
η +

χ1 + iχ2√
2

η∗

= −η∗χ1 + iχ2√
2

+
χ1 − iχ2√

2
η ≡ −η∗ξ + ξ∗η

ξ =
χ1 + iχ2√

2
, ξ∗ =

χ1 − iχ2√
2

⇒ ξ∗ξ = iχ1χ2, (8.30)

äå ìè ââåëè íîâi "äæåðåëà"ξ i êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå ξ∗. Îòðèìó¹ìî çàïèñ iíòåãðàëà â

òåðìiíàõ êîìïëåêñíèõ ãðàñìàíîâèõ çìiííèõ∫
dθ1dθ2 e

− 1
2
θTMθ+χ·θ = (detM)e−

1
2
χM−1χ ⇒

=

∫
dηdη∗

i
eiη
∗m12η+ξ∗η−η∗ξ = m12e

χ1
1

m12
χ2 = m12e

−iξ∗ 1
m12

ξ
. (8.31)
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Ïîçíà÷àþ÷è ξ → −iξ, ξ∗ → iξ∗, ìîæåìî öå çàïèñàòè ÿê∫
dηdη∗

i
eiη
∗m12η+iξ∗η+iη∗ξ = detMe−iξ

∗M−1ξ. (8.32)

Ïîçíà÷àþ÷è m12 → im12 îòðèìó¹ìî äåùî iíøó ôîðìó∫
dη∗dη e−η

∗m12η+iξ∗η+iη∗ξ = detMe−ξ
∗M−1ξ. (8.33)

Öi ôîðìóëè äëÿ ãàóñîâîãî iíòåãðàëà ïî äâîì ãðàñìàíîâèì çìiííèì ïðèðîäíèì ÷èíîì

óçàãàëüíþþòüñÿ íà âèïàäîê 2N çìiííèõ, íàïðèêëàä,∫ N∏
i=1

[dη∗i dηi] e
−η∗Mη+iξ∗η+iη∗ξ = detMe−ξ

∗M−1ξ, (8.34)

äå M � ìàòðèöÿ ðîçìiðîì N ×N .

9. Iíòåãðàëè ïî øëÿõàì i äåòåðìiíàíòè

Ìè ïîêàçàëè, ùî äëÿ ãàðìîíiéíîãî îñöèëÿòîðà

K(qf tf |qiti) = A(ti, tf ) exp

(
i

~
S(qcl)

)
,

äå

A(t = tf − ti) =

∫
Dx(t) exp

im

2π

tf∫
ti

dt x(t)

[
− d2

dt2
− ω2

]
x(t)

i îïåðàòîð − d2

dt2
− ω2 äi¹ íà ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì x(ti) =

x(tf ) = 0.

Çíàéäåìî ïîâíèé íàáið îðòîíîðìîâàíèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié Φn(t), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ

ðiâíÿííÿì íà âëàñíi çíà÷åííÿ(
− d2

dt2
− ω2

)
Φn(t) = λn(t)Φn(t), (9.1)

i ìàþòü âëàñòèâîñòi

Φn(ti) = Φn(tf ) = 0,

tf∫
ti

Φn(t)Φm(t)dt = δnm,
∑
n

Φn(t)Φn(t′) = δ(t− t′). (9.2)

Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ x(t) â Ôóð'¹-ïîäiáíèé ðÿä ïî öié ñèñòåìå

x(t) =
∞∑
n=1

anΦn(t). (9.3)
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Äëÿ äi¨, âèêîðèñòîâóþ÷è îðòîíîðìîâàíiñòü, çíàõîäèìî

S[x(t)] =
m

2

∞∑
n=1

λna
2
n. (9.4)

Iíòåãðàë ïî òðà¹êòîðiÿì ìîæíà çàïèñàòè ÿê áàãàòîêðàòíèé iíòåãðàë ïî Ôóð'¹ êîìïî-

íåíòàì an i ïîðàõóâàòè âiäïîâiäíèé ãàóñîâèé iíòåãðàë

lim
N→∞

∫
. . .

∫
exp

(
i

~
S[x(t)]

)
da1 . . . daN = lim

N→∞

(
2πi~
m

)N/2
1√

λ1 . . . λN
. (9.5)

Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàë ïî øëÿõàì, ÿêèé âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íîìó ëàãðàíæiàíó, âèçíà-

÷à¹òüñÿ äåòåðìiíàíòîì âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiéíîãî îïåðàòîðà, òîáòî

x(tf )=0∫
x(ti)=0

Dx(t) exp
im

2π

tf∫
ti

dtx(t)

[
− d2

dt2
− ω2

]
x(t) = ∆

{
det

[
− d2

dx2
− ω2

]}−1/2

, (9.6)

äå ïðàâó ÷àñòèíà ïîòðiáíó iíòåðïðåòóâàòè ÿê ãðàíè÷íó ïðîöåäóðó

lim
N→∞

∆(N)

[
N∏
n=1

λn

]−1/2

= lim
N→∞

∆(N)

∫
. . .

∫
exp

[
im

2~

N∑
n=1

λna
2
n

]
N∏
n=1

dan
(2πi~/m)1/2

. (9.7)

Âiäçíà÷èìî, ùî ìè âêëþ÷èëè ôàêòîð
(

m
2πi~

)N/2
â ìåðó iíòåãðóâàííÿ. Òåì íå ìåíø, íåîá-

õiäíî çáåðåãòè ÿêóñü ñêií÷åííó êîíñòàíòó ∆, òîìó ùî äåòåðìiíàíò òiëüêè ïðîïîðöiéíèé

iíòåãðàëó. Ìîæíà âèáðàòè ∆ òàê, ùîá íîðìóâàòè A(tf−ti) íà âèïàäîê âiëüíî¨ ÷àñòèíêè,

K(qf tf |qiti) =

det
(
− d2

dt2
− ω2

)
det
(
− d2

dt2

)
−1/2

K0(0tf |0ti) exp

(
i

~
S[qcl]

)
. (9.8)

K0(0tf |0ti) =

(
m

2πi~(tf − ti)

)1/2

.

Ïðè ω = 0 âèðàç (9.8) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ïðîïàãàòîð âiëüíî¨ ÷àñòèíêè.

Äåòåðìiíàíò îïåðàòîðà âèçíà÷èìî ÿê äîáóòîê éîãî âëàñíèõ çíà÷åíü. Ó áiëüøîñòi

âèïàäêiâ öåé äîáóòîê ðîçáiãà¹òüñÿ i éîãî òðåáà ðåãóëÿðèçóâàòè, òîáòî, çðîáèòè ñêií-

÷åííèì. Ìè ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðèçàöiþ çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîé óçàãàëüíåíîé äçåòà-

ôóíêöi¨. Ñïî÷àòêó

detA = lim
N→∞

N∏
n=1

λn = lim
N→∞

N∏
n=1

exp(log λn) = lim
N→∞

exp

[
N∑
n=1

log λn

]

= lim
N→∞

exp

[
−

N∑
n=1

(
∂λ−sn
∂s

)
s=0

]
= exp

[
−∂ζ
∂s

(s, A)|s=0

]
, (9.9)
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äå

ζ(s;A) =
∞∑
n=1

1

λsn
= TrA−s (9.10)

� óçàãàëüíåíà äçåòà-ôóíêöiÿ äëÿ äåÿêîãî îïåðàòîðà A. Â îñòàííié ðiâíîñòi â (9.9) ìè

ïîìiíÿëè ïîðÿäîê ñóìóâàííÿ i ïåðåõîäó äî ãðàíèöi. Çàçâi÷àé ñóìà â (9.10) çáiãà¹òüñÿ

äëÿ çíà÷åíü Re s > σ áiëüøå çà äåÿêå ÷èñëî σ, i âèçíà÷à¹ â öié îáëàñòi àíàëiòè÷íó

ôóíêöiþ, ÿêà ìîæå áóòè ïîäîâæåíà â îáëàñòü Re s < σ i ¹ àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi s = 0.

Ïîâåðíåìîñü äî ôåéìàíiâñüêîãî ïðîïàãàòîðà

〈qf |e−
iHt
~ |qi〉 = K(qf tf |qi0) = N

q(tf )=qf∫
q(0)=qi

Dq(t) exp

 i

~

tf∫
0

dt

[
q̇2

2m
− V (q)

] ,

â ÿêîìó çðîáèìî çàìiíó t = −iτ , òîäi â ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi

exp()→ exp

−1

~

+it∫
0

dτ

[
q̇2

2m
+ V (q)

] ,
à ìàòðè÷íèé åëåìåíò ïåðåïèøåòüñÿ

〈qf |e−
iHt
~ |qi〉 = 〈qf |e−Hβ|qi〉,

äå ìè ïîçíà÷èëè it/~ = β. Îñòàííié ìàòðè÷íèé åëåìåíò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ñòàòèñòè-

ÿíî¨ ôiçèöi, ÿêùî ïîêëàñòè β = 1
kBT

(kB � êîíñòàíòà Áîëüöìàíà). ßêùî ïðèðiâíÿòè

ïî÷àòêîâó i êiíöåâó êîîðäèíàòè, qi = qf ≡ q, i ïðîiíòåãðóâàòè ïî q, òî îòðèìó¹ìî âæå

âiäîìèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

Tr e−βH = N

∫
q(0)=q(β)

Dq(τ)e
−

~β∫
0

dτLE(q(τ))
.

Ïåðåõiä âiä îñöèëÿòîðà â îïåðàòîði åâîëþöi¨ äà¹ ìàòðè÷íèé åëåìåíò

〈qf |e−βH |qi〉 =

det
(
− d2

dτ2
+ ω2

)
det
(
− d2

dτ2

)
−1/2(

m

2πβ

)1/2

exp

[
− mω

2 sh βω
[(q2

f + q2
i ) ch βω − 2qfqi]

]
,

(9.11)

äå ìè âèêîðèñòàëè âiäîìèé ìàòðè÷íèé åëåìåíò äëÿ îïåðàòîðà åâîëþöi¨ ãàðìîíiéíîãî

îñöèëÿòîðà.
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10. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòîâ

[
− d2

dτ 2
+ ω2

]
ϕ(τ) = λϕ(τ), ϕ(0) = ϕ(β) = 0.

Âëàñíi ôóíêöi¨

sin
πnτ

β
, λn = ω2 +

π2n2

β2
, n = 1, 2, . . .

ζ(s|θ) =
∞∑
n=1

1(
π2n2

β2 + ω2
)s =

(
β

π

)2s ∞∑
n=1

1

(n2 + ν2)s
,

ν = βω
π
. Çáiæíiñòü ïîòðåáóåò s > 1/2.

1

as
=

1

Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1e−at, Re a > 0,Re s > 0,

∞∑
n=1

1

(n2 + ν2)s
=

1

Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1e−ν
2t

∞∑
n=1

e−n
2t.

∞∑
n=1

e−n
2t = −1

2
+

1

2

√
π

t
+

√
π

t

∞∑
n=1

e−
π2n2

t

� öå ôîðìóëà ñóìóâàííÿ Ïóàñîíà.

θ3(v|τ) = 1 + 2
∞∑
n=1

qn
2

cos(2πnv), q = eiπτ , Im τ > 0,

v = 0, τ =
it

π
,

∞∑
n=1

e−n
2t =

1

2

[
θ3

(
0

∣∣∣∣itπ
)
− 1

]
,

θ3

(
v

τ

∣∣∣∣−1

τ

)
=

√
τ

i
eiτv

2/τθ3(v|τ)

� ïåðåòâîðåííÿ ßêîái.

θ3(0|τ) =

√
i

τ
θ3

(
0

∣∣∣∣−1

τ

)
,

θ3

(
0

∣∣∣∣itπ
)

=

√
π

t
θ3

(
0
∣∣∣−π
it

)
,

Òàêèì ÷èíîì,

∞∑
n=1

e−n
2t = −1

2
+

1

2

√
π

t
θ3

(
0

∣∣∣∣iπt
)

= −1

2
+

1

2

√
π

t
+

√
π

t

∞∑
n=1

e−
π2n2

t .
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∞∑
n=1

1

(n2 + ν2)s
= − 1

2Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1e−ν
2t +

√
π

2Γ(s)

∞∫
0

dt ts−3/2e−ν
2t +

√
π

Γ(s)
·

·
∞∑
k=1

∞∫
0

dt ts−3/2e−ν
2t−π

2n2

t .

∞∫
0

dx xα−1x−γx−
β
x = 2

(
β

γ

)α/2
Kα(2

√
βγ), Re β, γ > 0,

∞∑
n=1

1

(n2 + ν2)s
= − 1

2ν2s
+

√
πΓ(s− 1/2)

2Γ(s)ν2s−1
+

2
√
π

Γ(s)

∞∑
n=1

(πn
ν

)s−1/2

Ks−1/2(2πnν).

Çàïèøåìî

ζ(s|θ) = −1

2

(
β

πν

)2s

+
F (s)

Γ(s)
,

F (s) =

(
β

π

)2s
{ √

π

2ν2s−1
Γ(s− 1/2) + 2

√
π
∞∑
n=1

(πn
ν

)s−1/2

Ks−1/2(2πnν)

}
.

ζ(s|θ) � àíàëiòè÷íàÿ ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ ïîëþñè â òî÷êàõ s = 1
2
, −1

2
, −3

2
, . . .

Âîíà àíàëiòè÷íà â òî÷öi s = 0, òîìó

ζ ′(s|θ)|s=0 = ln
πν

β
+ F (0),

F (0) =

√
πΓ(−1/2)ν

2
+ 2
√
π
∞∑
n=1

√
ν

πn
K−1/2(2πnν),

Γ(−1/2) = −2
√
π, K−1/2(z) =

√
π

2z
e−z,

F (0) = −πν + 2
√
π

∞∑
n=1

√
ν

πn

√
π

4πnν
e−2πnν = −πν +

∞∑
n=1

1

n
e−2πνn,

ζ ′(s|θ)|s=0 = ln
πν

β
− πν − ln(1− e−2πν) =

= ln
πν

β
− ln[2 shπν] = ln

[
πν

2β sh(πν)

]
= ln

[
ω

2 sh(βω)

]
,

det θ =

(
ω

2 sh(βω)

)−1

, det θ0
ω→0
= 2β,

〈qf |e−βH |qi〉 =

[
ωβ

sh βω

](
m

2πβ

)1/2

exp

[
− mω

2 sh βω
[(q2

f + q2
i ) ch βω − 2qfqi]

]
,

31



Z = Tr e−βH =

(
mω

2π sh βω

)1/2
∞∫

−∞

dq exp

[
−mωq

2

sh βω
(ch βω − 1)

]
=

=

(
mω

2π sh βω

)1/2 [
π

mω

sh βω

ch βω − 1

]1/2

=

(
1

2 sh βω

sh βω

ch βω − 1

)1/2

=
1

2 sh βω
2

.

Ñòàòèñòè÷íà ñóìà äëÿ îñöèëÿòîðà

Tr e−βH =
1

2 sh βω
2

.

Tr e−βH =
∞∑
n=0

e−βω(n+1/2) =
1

2 sh βω
2

β →∞ (T → 0) :

〈qf |e−βH |qi〉 ∼ ϕ0(qf )ϕ
∗
0(qi)e

−βE0 ∼
(mω
π

)1/2

e−βω/2 exp

[
−
mω(q2

f + q2
i )

2

]

⇒ E0 =
ω

2
, ϕ(q) =

(mω
π

)1/2

e−mωq
2/2.
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