
1. Êâàíòóâàííÿ âiëüíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ

Ëàãðàíæåâà ãóñòèíà âiëüíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ìà¹ âèãëÿä

L(Aµ(x), Ȧµ(x)) = −1

4
FµνF

µν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (1.1)

Ñèñòåìà ìà¹ íåñêií÷åííå ÷èñëî ñòóïåíiâ âiëüíîñòi Aµ(~x, t), ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ µ i x =

(~x, t). Äëÿ òîãî, ùîá çâ'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ñèñòåìà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ ÷è ñèíãó-

ëÿðíîþ, íåîáõiäíî îá÷èñëèòè ìàòðèöó Mµν(~x, ~y):

Mµν(~x, ~y) =
δ2L

δȦµ(~x)δȦν(~y)
. (1.2)

Äëÿ ¨¨ îá÷èñëåííÿ íàì íåîáõiäíi òiëüêè äîäàíêè â L, êâàäðàòè÷íi ïî Ȧµ

L = −1

4
Fµν(∂

µAν − ∂νAµ) = −1

2
∂µAν(∂

µAν − ∂νAµ)

= −1

2
∂0Ai(∂

0Ai − ∂iA0) + . . . =
1

2
∂0Ai∂0Ai + . . . . (1.3)

Òàêèì ÷èíîì,

Mµν(~x, ~y) =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 δ(~x− ~y). (1.4)

Äëÿ öi¹¨ ìàòðèöi î÷åâèäíî detM = 0, i ìè ìà¹ìî ñïðàâó iç ñèíãóëÿðíîþ ñèñòåìîþ.

Ôàêòè÷íî öå ¹ íàñëiäêîì êàëiáðóâàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü

Aµ → Aµ + ∂µΛ. Ðiâíÿííÿ Åéëåðà-Ëàãðàíæà (ÅË) äàþòü

∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= 0 ⇒ ∂µF

µν = 0. (1.5)

ßê íàñëiäîê àíòiñèìåòði¨ òåíçîðà F µν ìà¹ìî òîòîæíiñòü ∂ν∂µF
µν = 0, òîáòî, íå âñi

ðiâíÿííÿ ÅË ¹ íåçàëåæíèìè.

Πµ(x) =
δL

δȦµ(x)
= F µ0.

Âíàñëiäîê F 00 = 0 ìà¹ìî ïåðâèííó â'ÿçü

Φ1(x) = Π0(x) = 0.
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Ôàêòè÷íî òóò ¹ íå îäíà â'ÿçü, à íåñêií÷åííå ÷èñëî ¨õ, ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ íåïåðåðâíèì

iíäåêñîì ~x.

Âèçíà÷èìî ÄÏ

{f, g} =

∫
d3x

(
δf

δAµ(x)

δg

δΠµ(x)
− δg

δAµ(x)

δf

δΠµ(x)

)
.

Êàíîíi÷íi çìiííi çàäîâîëüíÿþòü îäíî÷àñîâèì ñïiââiäíîøåííÿì

{Aµ(~x, t), Aν(~y, t)} = {Πµ(~x, t),Πν(~y, t)} = 0,

{Aµ(~x, t),Πν(~y, t)} = δνµδ(~x− ~y)
[
{Aµ(~x, t),Πν(~y, t)} = gµνδ(~x− ~y)

]
.

Îñòàííå ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ ç

{Aµ(~x, t),Πν(~y, t)} =

∫
d3z

(
δAµ(~x, t)

δAρ(~z, t)

δΠν(~y, t)

δΠρ(~z, t)
− δΠν(~y, t)

δAρ(~z, t)

δAµ(~x, t)

δΠρ(~z, t)

)
=

∫
d3z δρµδ(~x− ~z)δνρδ(~y − ~z) = δνµδ(~x− ~y). (1.6)

Äëÿ ãóñòèíè ëàãðàíæiàíà ìà¹ìî

L = −1

2
ΠiΠ

i − 1

4
FijF

ij =
1

2
Π2
i −

1

4
FijF

ij,

äå ìè âèêîðèñòàëè Fi0 = ∂iA0 − ∂0Ai = Πi. Îá÷èñëèìî ãàìiëüòîíiàí H:

H =

∫
d3x(ΠµȦµ − L) =

∫
d3x[πi∂0Ai − L]. (1.7)

Îñêiëüêè ∂0Ai = ∂iA0 − Πi, òî çíàõîäèìî

H =

∫
d3x

[
Πi(−Πi + ∂iA0)− 1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij

]
=

∫
d3x

[
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij + A0∂iΠi

]
. (1.8)

Íàéáiëüø çàãàëüíèé ãàìiëüòîíiàí âèçíà÷à¹òüñÿ äîäàâàííÿì äîâiëüíî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíà-

öi¨ ïåðâèííèõ â'ÿçåé Π0(x) = 0 äî H:

H ⇒ H̄ = H +

∫
d3xu(Aµ,Π

ν(~x, t),Π0(x)), (1.9)

äå u � ôóíêöiîíàë âiä Aµ, Πν i ôóíêöiÿ âiä ~x, t.
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Âèìîãà çáåðåæåííÿ â'ÿçi ïiä ÷àñ åâîëþöi¨ ïðèâîäèòü äî âòîðè÷íèõ â'ÿçåé

Φ̇1 = {Φ1, H̄} = {Π0(x), H}+

∫
d3y u(y){Π0(x),Π0(y)} =

=

{
Π0(x),

∫
d3y

[
1

2
Π2
i (y) +

1

4
F 2
ij + A0∂iΠi

]}
=

=

∫
d3y{Π0(x), A0(y)}∂iΠi(y) = −∂iΠi(x) ≈ 0. (1.10)

Âiäïîâiäíî äî çàãàëüíî¨ òåîði¨ âèìàãà¹ìî

Φ2(x) = ∂iΠi(x) ≈ 0. (1.11)

Öå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ âòîðèííîþ â'ÿçüþ. Çíîâó äîäàþ÷è äîâiëüíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

öèõ â'ÿçiâ äî barH, îòðèìó¹ìî ùå áiëüø çàãàëüíèé ãàìiëüòîíiàí:

H =

∫
d3x

[
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij + A0∂iΠi + u · Π0(x) + v(x)∂iΠi

]
. (1.12)

Âèìàãà¹ìî, ùîá â'ÿçü Φ2(x) òàêîæ çáåðiãàëàñü ó ÷àñi,

Φ̇2(x) = {∂iΠi(x), H} ≈ 0.

Îá÷èñëþ¹ìî

{∂iΠi(x), H} =

∫
d3y

{
∂iΠi(x),

1

4
F 2
ij(y)

}
=

∫
d3y{∂kΠk(x), ∂jAj(y)}Fij(y)

=

∫
d3y ∂xk∂

y
i {Πk(x), Aj(y)}Fij(y) =

∫
d3y ∂xk∂

y
i δ(~y − ~x)Fij(y)

= −∂i∂jFij(x) = 0. (1.13)

Ïðîöåñ âèÿâëåííÿ â'ÿçåé, òàêèì ÷èíîì, îáðèâà¹òüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

1. Ïåðâèííi i âòîðèííi â'ÿçè

Φ1(x) = Π0(x), Φ2(x) = ∂iΠi(x). (1.14)

2. Φ1 i Φ2 ¹ â'ÿçÿìè 1-ãî ðîäó, ëåãêî ïåðåâiðèòè ùî

{Φ1(x),Φ1(y)} = {Φ1(x),Φ2(y)} = {Φ2(x),Φ2(y)} = 0. (1.15)

3. Íàéáiëüø çàãàëüíèé ãàìiëüòîíiàí íà ìíîãîâèäi Γ ìà¹, òàêèì ÷èíîì, âèãëÿä

H =

∫
d3x

[
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij + uΠ0 + (v + A0)∂iΠi

]
. (1.16)

3



Ïåðâèííèé ôàçîâèé ïðîñòið áóâ 8-ìè âèìiðíèì (âèêëþ÷àþ÷è çàëåæíiñòü âiä ~x) ç

êàíîíè÷íèìè çìiííèìè A0, A1, A2, A3 è Π0,Π1,Π2,Π3. Äâi â'ÿçè Φ1,Φ2 âèçíà÷àþòü 6-òè

âèìiðíèé ìíîãîâèä â öüîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Òàê ÿê îáèäâi â'ÿçi ¹ 1-ãî ðîäó, òî íàì

íåîáõiäíi äâi êàëiáðóâàëüíi óìîâè χ1, χ2. Â ðåçóëüòàòi ðåäóêîâàíèé ôàçîâèé ïðîñòið

áóäå 4-âèìiðíûì. Ôiçè÷íî öå âiäïîâiäà¹ äâîì ïîïåðå÷íèì ôîòîíàì i ¨õ iìïóëüñàì.

Ãàìiëüòîíiàí H ìiñòèòü äîâiëüíi ôóíêöi¨ u i v (A0 ìîæå áóòè ïîãëèíåíà â v âíàñëiäîê

äîâiëüíñîòi A0). Ðîçãëÿíåìî ¨õ çìiñò.

Ȧ0 = {A0, H} =

∫
d3y{A0(x), uΠ0(y)} = u(x),

òîáòî ôóíêöiÿA0 â ìîìåíò ÷àñó t0+∆t ¹ ïîâíiñòþ äîâiëüíîþ, òîáòî äîäàíîê
∫
d3xu(x)Π0(x)

çìiíþ¹ A0 íå çìiíþþ÷è Ai, ùî åêâiâàëåíòíî êàëiáðóâàëüíîìó ïåðåòâîðåííþ Aµ →

Aµ + ∂µΛ, äå Λ(~x, t0) = 0, àëå ∂tΛ(~x, t) 6= 0.

Àíàëîãè÷íî, äîäàíîê
∫
d3x v(x)∂iΠi äà¹

Ȧi = {Ai, HD} =

∫
d3y{Ai(x), ∂jΠj(y)}v(y) = −

∫
d3y ∂yi δ(~x− ~y)v(y) = ∂iv(x),

òîáòî Ai òåæ ìiñòèòü äîâiëüíó ôóíêöiþ ó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî Fµν

¹ âåëè÷èíîþ 1-ãî ðîäó, òîáòî íå çàëåæèòü âiä äîâiëüíèõ ôóíêöié u i v íà M .

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi êàëiáðóâàëüíi óìîâè

χ1 = A0 ≈ 0 � ÷àñîâà êàëiáðîâêà,

χ2 = ∂iAi ≈ 0 � êóëîíiâñüêà êàëiáðîâêà.

Îá÷èñëèìî äóæêó Ïóàñîíà ìiæ â'ÿçÿìè i êàëiáðóâàëüíèìè óìîâàìè

{χ1(x),Φ1(y)} = {A0(x),Π0(y)} = δ(~x− ~y), (1.17)

{χ2(x),Φ2(y)} = {∂iAi(x), ∂jΠj(y)} = −∂xi ∂
y
j δijδ(~x− ~y) = ∆xδ(~x− ~y), (1.18)

{χ1(x),Φ2(y)} = {χ2(x),Φ1(y)} = 0. (1.19)

Òàêèì ÷èíîì,

{χα(x),Φβ(y)} =

 δ(~x− ~y) 0

0 ∆xδ(~x− ~y)

 . (1.20)

Êàëiáðóâàëüíi óìîâè χ i â'ÿçi Φ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ðàçîì ÿê â'ÿçi 2-ãî ðîäó. Ââåäåìî

ïîçíà÷åííÿ

θs = (χ1, χ2,Φ1,Φ2), s = 1, 2, 3, 4.
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Òîäi ìàòðèöÿ ÄÏ âñiõ θs ïðèéìà¹ âèä

∆ss′(~x− ~y) = {θs(x), θs′(y)} =


0 0 δ(~x− ~y) 0

0 0 0 ∆xδ(~x− ~y)

−δ(~x− ~y) 0 0 0

0 −∆xδ(~x− ~y) 0 0



=


0 0 1 0

0 0 0 ∆x

−1 0 0 0

0 −∆x 0 0

 δ(~x− ~y). (1.21)

Çãiäíî çàãàëüíî¨ iäåîëîãi¨ êâàíòóâàííÿ ñèñòåì ç â'ÿçÿìè 2-ãî ðîäó, íåîáõiäíî ïåðåéòè

äî äóæêè Äiðàêà, ÿêà àâòîìàòè÷íî âèêîíó¹ êâàíòóâàííÿ òiëüêè íà Γ∗ i óñóâà¹ áóäü-ÿêó

äîâiëüíiñòü â ãàìiëüòîíiàís. Çíàéäåìî îáåðíåíó ìàòðèöþ ∆−1, ÿêà ìà¹ çàäîâîëüíÿòè∫
d3z∆st(~x, ~z)∆

−1
ts′ (~z, ~y) = δss′δ(~x− ~y).

∆ss′(~x− ~y) ìà¹ âèãëÿä

∆ss′(~x, ~y) =

 0 D

−D 0

 , äå D =

 1 0

0 ∆x

 δ(~x− ~y)

Î÷åâèäíî, ùî ∆−1 ìà¹ âèãëÿä

(
∆−1

)
ss′

(~x, ~y) =

 0 −D−1

D−1 0

 .

Ïîêàæåìî, ùî D−1 ìà¹ âèãëÿä

D−1(~x, ~y) =

 δ(~x− ~y) 0

0 − 1
4π|~x−~y|

 . (1.22)

Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî òiëüêè ìàòè íà óâàçi ñïiââiäíîøåííÿ

∆x

(
1

4π|~x− ~y|

)
= −δ(~x− ~y), (1.23)

ÿêå ¹ íå ùî iíøå, ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ Ïóàñîíà ∆V = ρ i âèðàæà¹ òîé ôàêò,

ùî ïîòåíöiàë 1
4π|~x−~y| âiäïîâiäà¹ çàðÿäó −1 ðîçòàøîâàíîìó â òî÷öi ~y. Òîäi ïåðåâiðÿ¹ìî

ùî ∫
d3z

 1 0

0 ∆x

 δ(~x− ~z)

 δ(~z − ~y) 0

0 − 1
4π|~z−~y|

 =

 1 0

0 1

 δ(~x− ~y), (1.24)

5



äå ìè âèêîðèñòàëè

−
∫
d3z (∆xδ(~x− ~z)) 1

4π|~z−~y| = −
∫
d3z δ(~x− ~z)∆z

(
1

4π|~z−~y|

)
=
∫
d3z δ(~x− ~z)δ(~z − ~y) = δ(~x− ~y).

.

Òàêèì ÷èíîì, ∆−1 äîðiâíþ¹

∆−1
ss′(~x, ~y) =


0 0 −δ(~x− ~y) 0

0 0 0 1
4π|~x−~y|

δ(~x− ~y) 0 0 0

0 − 1
4π|~x−~y| 0 0

 (1.25)

Ïîáóäó¹ìî òåïåð äóæêó Äiðàêà

{f, g}D = {f, g} −
∫
d3u d3v{f, θs(u)}

(
∆−1

)
ss′

(~u,~v){θs′(v), g}

= {f, g} −
∫
d3u d3v ({f, x1}, {f, x2}, {f,Φ1}, {f,Φ2})

×


0 0 −δ(~u− ~v) 0

0 0 0 1
4π|~u−~v|

δ(~u− ~v) 0 0 0

0 − 1
4π|~u−~v| 0 0




{χ1(v), g}

{χ2(v), g}

{Φ1(v), g}

{Φ2(v), g}

 . (1.26)

Òîäi

{f, g}D = {f, g} −
∫
d3u d3v

(
{f, χ1(u)}, {f, χ2(u)}, {f,Φ1(u)}, {f,Φ2(u)}

)

×


−δ(~u− ~v){Φ1(v), g}

1
4π|~u−~v|{Φ2(v), g}

δ(~u− ~v){χ1(v), g}

− 1
4π|~u−~v|{χ2(v), g}

 = {f, g} −
∫
d3u d3v

×
(
−{f, χ1(u)}δ(~u− ~v){Φ1(v), g}+ {f, χ2(u)} 1

4π|~u− ~v|
{Φ2(v), g}

+ {f,Φ1(u)}δ(~u− ~v){χ1(v), g} − {f,Φ2(u)} 1

4π|~u− ~v|
{χ2(v), g}

)
(1.27)

àáî

{f, g}D = {f, g} −
∫
d3u d3v

(
−{f, A0(u)}δ(~u− ~v){π0(v), g}+

+ {f, ∂iAi(u)} 1

4π|~u− ~v|
{∂jΠj(v), g}+ {f,Π0(u)}δ(~u− ~v){A0(v), g}−

−{f, ∂iΠi(u)} 1

4π|~u− ~v|
{∂jAj(v), g}

)
. (1.28)
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ßê âèïëèâà¹ iç îñòàííüîãî âèðàçó, âñi â'ÿçi A0,Π0, ∂iAi, ∂iΠi äîðiâíþþòü íóëþ ó ñèëü-

íîìó ñåíñi âiäíîñíî ÄÄ. Çîêðåìà, ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî

{A0(x), Aµ(y)}D = {A0(x),Πi(y)}D = 0, (1.29)

{Π0(x),Πµ(y)}D = {Π0(x), Ai(y)}D = 0 (1.30)

(öå âèêîíóâàëîñü òàêîæ i äëÿ çâè÷íèõ ÄÏ).

Òàêîæ

{A0(x),Π0(y)}D = {A0(x),Π0(y)} −
∫
d3u d3v{A0(x),Π0(u)}

× δ(~u− ~v){A0(v),Π0(y)} = δ(~x− ~y)−
∫
d3u d3vδ(~x− ~u)δ(~u− ~v)δ(~v − ~y) = 0. (1.31)

Äëÿ òîãî ùîá ïîêàçàòè ùî ∂iAi i ∂iΠi òàêîæ äîðiâíþþòü íóëþ ó ñèëüíîìó ñåíñi, îá÷èñ-

ëèìî

{Ai(x),Πj(y)}D = {Ai(x),Πj(y)}+

∫
d3u d3v{Ai(x), ∂kΠk(u)} 1

4π|~u− ~v|

× {∂lAl(v),Πj(y)} = δji δ(~x− ~y) +

∫
d3u d3v∂ui δ(~x− ~u)

1

4π|~u− ~v|
∂vj δ(~v − ~y)

= δji δ(~x− ~y) + ∂xi ∂
jy 1

4π|~x− ~y|
= δji δ(~x− ~y)− ∂xi ∂jx

1

4π|~x− ~y|
. (1.32)

Îñòàííié âèðàç ìîæíà çàïèñàòè ôîðìàëüíî ÿê

{Ai(x),Πj(y)}D =

(
δji +

∂xi ∂
xj

∆x

)
δ(~x− ~y) =

(
δji −

∂xi ∂
x
j

∆x

)
δ(~x− ~y), (1.33)

äå ìè ââåëè ôîðìàëüíå ïîçíà÷åííÿ 1
4π|~x−~y| = −∆−1

x δ(~x− ~y).

Âèäíî, ùî {∂iAi(x),Πj(y)}D = 0, êðiì òîãî, {∂iAi(x), Aµ(y)}D = 0 i {∂iAi(x),Π0(y)}D =

0. Òàêèì ÷èíîì, êîìáiíàöiÿ ∂iAi äîðiâíþ¹ íóëþ ó ñèëüíîìó ñåíñi. Òàêîæ i ∂iΠi äîðiâíþ¹

íóëþ ó ñèëüíîìó ñåíñi.

Òîé ôàêò, ùî A0 i Π0 äîðiâíþþòü íóëþ, îçíà÷à¹, ùî ó íàñ íåìà¹ ÷àñîâèõ ôîòîíiâ,

à ðiâíiñòü íóëþ ∂iAi i ∂iΠi îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü ïîâçäîâæíèõ ôîòîíiâ. Ãàìiëüòîíiàí i

ðiâíÿííÿ ðóõó ïðèéìàþòü âèãëÿä

H =

∫
d3x

(
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij

)
, (1.34)

ḟ = {f,H}D. (1.35)
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Ìîæíà âèáðàòè i iíøi êàëiáðîâêè, íàïðèêëàä

χ1 = A3 = 0 � àêñiàëüíà êàëiáðîâêà,

i

χ2 = Π3 + ∂3A0 = 0.

Íåäîëiê êàíîíi÷íîãî êâàíòóâàííÿ � âiäñóòíiñòü ÿâíî¨ Ëîðåíö-iíâàðiàíòíîñòi.

Åêâiâàëåíòíà ìîæëèâiñòü êâàíòóâàííÿ � ðîçâ'ÿçàòè ÿâíî â'ÿçi i êàëiáðóâàëüíi óìî-

âè. Ó âèïàäêó âiëüíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ öå ìîæíà çðîáèòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ ÷àñîâî¨, ν = 0, i ïðîñòîðîâèõ, ν = i êîìïîíåíò

∂µF
µν = 0 ⇒

 ∂iF
i0 = 0,

∂0F
0i + ∂jF

ji = 0,
(1.36)

àáî ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi äëÿ äðóãîãî ðiâíÿííÿ

∂0(∂0Ai − ∂iA0) + ∂j(∂
jAi − ∂iAj).

Â êàëiáðîâöi ∂iAi = 0, A0 = 0 ïåðøå ðiâíÿííÿ òîòîæíüî çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ, à äðóãå ïðèé-

ìà¹ âèãëÿä �Ai = 0 (öå ìîæíà îòðèìàòè i áåçïîñåðåäíüî ç ãàìiëüòîíîâà ôîðìàëiçìà).

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi ∂iAi = 0:

Ai(x) =

∫
d3k

(2π)32k0

∑
λ=1,2

ε
(λ)
i (~k)

[
a(λ)(~k)e−i

~k~x + a(λ)+(~k)ei
~k~x
]
, (1.37)

äå kiε
(λ)
i = 0 i âåêòîðè ïîëÿðèçàöi¨ ε(λ)

i íîðìîâàíi òàêèì ÷èíîì

ε
(λ)
i (~k)ε

(λ′)
i (~k′) = δλλ

′
,

∑
λ=1,2

ε
(λ)
i (~k)ε

(λ)
j (~k) = δij −

kikj
~k2

. (1.38)

Ãàìiëüòîíiàí â òåðìiíàõ a(λ)(~k) çàïèøåòüñÿ

H =

∫
d3x

(
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij

)
=

1

2

∫
d3x

(
(∂0Ai)

2 + Fij∂iAj
)

=
1

2

∫
d3x

(
(∂0Ai)

2 − Aj∂2
iAj
)

=
1

2

∑
λ=1,2

∫
d̃3k k0

[
a+(λ)a(λ) + a(λ)a+(λ)

]
, (1.39)

äå äëÿ iìïóëüñó âèêîðèñòàíî Πi = ∂iA0 − ∂0Ai ⇒ −∂0Ai. Ïðè êâàíòóâàííi ìè íàêëà-

äà¹ìî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ íà êîåôiöiåíòè a(λ)(~k):[
a(λ)(~k), a(λ′)+(~k′)

]
= (2π)32k0δλλ

′
δ(~k − ~k′). (1.40)
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Îá÷èñëþþ÷è [Ai(x),Πj(y)] çà äîïîìîãîþ êîìóòàöiéíèõ ñïiâiäíîøåíü äëÿ îïåðàòîðiâ

a(λ), ïðèõîäèìî äî

[Ai(x),Πj(y)] = i

(
δji +

∂xi ∂
jx

∆x

)
δ(~x− ~y).

Ïîðiâíþþ÷è ç (1.33), áà÷èìî, ùî äóæêà Äiðàêà { , }D ïðè êâàíòóâàííi çàìiíþ¹òüñÿ

íà [ , ]/i~. Âiäçíà÷èìî, ùî â êóëîíiâñüêié êàëiáðîâöi íîðìà âñiõ ñòàíiâ äîäàòíÿ, îäíàê

âòðà÷à¹òüñÿ ÿâíà Ëîðåíö-iíâàðiàíòíiñòü.

2. Ôóíêöiîíàëüíèé iíòåãðàë äëÿ ïîëÿ Ìàêñâåëà.

Ôóíêöiîíàëüíèé iíòåãðàë äëÿ âiëüíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ çàïèøåòüñÿ

Z = N

∫
DAµDΠµ δ(A0)δ(Π0)δ(∂iAi)δ(∂iΠi) Det ∆ exp i

∫
d4x[ΠµAµ −H], (2.1)

äå ãàìiëüòîíîâà ãóñòèíà

H =
1

2
Π2
i +

1

4
F 2
ij + A0∂iπi,

i ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ δ(f(x)) ≡
∏

x δ(f(x)). Â öüîìó âèðàçi, âiä-

ïîâiäíî äî çàãàëüíî¨ òåîði¨, ∆ = {χα,Φβ} ¹ ìàòðèö¹þ ÄÏ êàëiáðóâàëüíèõ óìîâ i â'ÿçåé

(äèâèñü (1.20)). Çíiìàÿ òðèâiàëüíi δ-ôóíêöi¨ δ(A0), δ(Π0), ìà¹ìî∫
DAiDΠi δ(∂iAi)δ(∂iΠi) Det ∆ exp i

∫
d4x

[
ΠiȦi −

1

2
Π2
i −

1

4
F 2
ij

]
=

∫
DAiDA0DΠi δ(∂iAi) Det ∆ exp i

∫
d4x

[
ΠiȦi −

1

2
Π2
i −

1

4
F 2
ij − A0∂iΠi

]
, (2.2)

äå ó äðóãié ðiâíîñòi âèêîðèñòàíî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ôóíêöiîíàëüíî¨ äåëüòà-ôóíêöi¨∏
x

δ(∂iΠi(x)) =

∫
DA0 e

−i
∫
d4xA0(x)∂iΠi(x). (2.3)

Ïiñëÿ öüîãî ìè ìîæåìî ïðîiíòåãðóâàòè ïî iìïóëüñíèì çìiííèì Πi(x)∫
DΠi exp i

∫
d4x

[
−1

2
Π2
i + Πi(∂iA0 − ∂0Ai)

]
=

= exp i

∫
d4x

1

2
Fi0Fi0 = exp i

∫
d4x

[
−1

2
Fi0F

i0

]
. (2.4)

Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ì ôóíêöiîíàëüíèé iíòåãðàë â êóëîíiâñüêié êàëiáðîâöi

Z = N

∫
DAµ δ(∂iAi) Det(∆) exp i

∫
d4x

[
−1

4
F 2
µν

]
, (2.5)
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äå

Det(∆) = Det ‖∆xδ(~x− ~y)‖ = Det ‖{∂iAi, ∂jΠj}‖.

Det(∆) íå çàëåæèòü âiä ïîëÿ Aµ i ìîæå áóòè âèíåñåíî çà çíàê iíòåãðàëà i âêëþ÷åíî

â êîíñòàíòó íîðìóâàííÿ N . Çàìiñòü êàëiáðóâàëüíî¨ óìîâè ∂iAi = 0 ìîæå áóòè âçÿòà

áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ g(A,Π) = 0, òîäi

Det ‖{g, ∂iΠi}‖ = Det

∥∥∥∥δgεδε ∣∣∣ε=0

∥∥∥∥ .
Öå ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî â'ÿçü ∂iΠi ¹ ãåíåðàòîðîì êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

δgε = {g, ∂iΠi}δε.

Öåé ôàêò äîçâîëÿ¹ ëåãêî îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò Ôàääå¹âà-Ïîïîâà. Íàïðèêëàä, äëÿ

êàëiáðîâêè g(A) = ∂iAi, ðîáèìî êàëiáðóâàëüíå ïåðåòâîðåííÿ

g(Aε) = ∂iA
ε
i = ∂i(Ai + ∂iε),

i çíàõîäèìî
δgε

δε

∣∣∣
ε=0

= ∂2
i = ∆x.

Ïîðiâíÿ¹ìî òåïåð îòðèìàíèé âèðàç (2.5) äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåãðàëà â ÊÅÄ ç

íà¨âíèì iíòåãðàëîì çà Ôåéìàíîì

Z = N

∫
DAµ exp i

∫
d4x

[
−1

4
F 2
µν

]
, (2.6)

Â äi¨ çðîáèìî Ôóð'¹ ïåðåòâîðåííÿ

S =

∫
d4x

(
−1

4
F 2
µν

)
=

1

2

∫
d4xAµ(x)(gµν�− ∂µ∂ν)Aν(x)

=
1

2

∫
d4x

(2π)4
Aµ(−k)(−k2gµν + kµkν)Aν(k).

Öåé âèðàç äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ Aµ(k) = kµα(k) äëÿ áóäü-ÿêî¨ α(k), òîáòî, äiÿ íå çìiíþ¹òü-

ñÿ âçäîâæ êàëiáðóâàëüíî¨ îðáiòè Aµ(k) ⇒ Aµ(k)+kµα(k), i íà¨âíèé ôóíêöiîíàëüíèé

iíòåãðàë (2.6) ðîçáiãà¹òüñÿ. Åêâiâàëåíòíî, ðiâíÿííÿ

−i(gµν�− ∂µ∂ν)Dνρ(x− y) = δµρ δ(x− y),

àáî

(−k2gµν + kµkν)Dνρ(k) = iδµρ ,
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ÿêå ïîâèííî áóëî áè âèçíà÷àòè ôåéíìàíîâñüêié ïðîïàãàòîð Dνρ, íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ,

îñêiëüêè ìàòðèöÿ (−k2gµν + kµkν) ñèíãóëÿðíà. Öå óñêëàäíåííÿ � íàñëiäîê êàëiáðó-

âàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, òîìó ùî ìè iíòåãðèðó¹ìî ïî çàéâèì êîíôiãóðàöiÿì, ÿêi ôiçè÷-

íî åêâiâàëåíòíè. Íàÿâíiñòü â (2.5) äåëüòà-ôóíêöi¨, ÿêà ôiêñó¹ êàëiáðîâêó, òîáòî ôiêñó¹

êîíêðåòíó êîíêðåòíó êîíôiãóðàöiþ íà êàëiáðóâàëüíié îðáiòi, ðîáèòü öåé iíòåãðàë ñêií-

÷åííèì.

3. Ìåòîä Ôàääå¹âà-Ïîïîâà.

Â ãàìiëüòîíîâîìó ïiäõîäi ìè íå ìà¹ìî çìîãè ðîçãÿäàòè êàëiáðîâêè, ÿêi ìiñòÿòü ïî-

õiäíi ïî ÷àñó. Çàçâè÷àé òàêi êàëiáðîâêè ïîðóøóþòü ÿâíó ëîðåíöåâó iíâàðiàíòíiñòü. Àëå

ìè õîòiëè áè çáåðiãàòè ÿâíèì ÷èíîì Ëîðåíö - iíâàðiàíòíiñòü, íàïðèêëàä, âèêîðèñòàòè

êàëiáðîâêó Ëîðåíöà G(A) = ∂µA
µ. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ïiäõiä Ôàääå¹âà-Ïîïîâà,

ÿêèé ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó.

Íåõàé ïîëÿ Aµ çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèé êàëiáðóâàëüíié óìîâi G(Aµ) = 0. Âèçíà÷èìî

òàê çâàíèé äåòåðìiíàíò Ôàääå¹âà-Ïîïîâà iç óìîâè iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ êàëiáðóâàëüíî¨

îðáiòè äëÿ ôiêñîâàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ ïîëÿ Aµ:

1 =

∫
Dα(x)δ(G(Aα)) det

∥∥∥∥δG(Aα)

δα(x)

∣∣∣
α=0

∥∥∥∥ , Aαµ = Aµ + ∂µα(x). (3.1)

Öåé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåãðàë ¹ àíàëîãîì ñêií÷åíîâèìiðíîãî iíòåãðàëà

1 =

 n∏
i=1

∞∫
−∞

dai

 δ(n)(~g(~a)) det

(
∂gi
∂aj

∣∣
aj=aj0

)
, (3.2)

äå aj0 çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ ~g(~a0) = 0. Íàïðèêëàä, äëÿ êàëiáðîâêè Ëîðåíöà G(Aµ) =

∂µA
µ çðîáèìî êàëiáðóâàëüíå ïåðåòâîðåííÿ i çíàéäåìî âàðiàöiéíó ïîõiäíó

G(Aα(x)) = ∂µA
µ(x) + �α(x) ⇒ det

∥∥∥∥δG(Aα(x))

δα(y)

∥∥∥∥ = det�xδ(~x− ~y). (3.3)

Îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó äåòåðìiíàíò Ôàääå¹âà-Ïîïîâà íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ ií-

òåãðóâàííÿ, éîãî ìîæíà âèíåñòè ç ïiä çíàêó iíòåãðàëà

det

∥∥∥∥δG(Aα)

δα

∥∥∥∥∫ Dα ∫ DAeiS[A]δ(G(Aα)).

Çðîáèìî â iíòåãðàëi ïî Aµ çàìåíó çìiííèõ Aα → A. Ïðè òàêié çàìiíi ìiðà iíòåãðóâàííÿ

i äiÿ çàëèøà¹þòüñÿ iíâàðiàíòíèìè, DAαµ = DAµ, S(Aα) = S(A). Ìîæåìî ðîçãëiíóòè i
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áiëüø çàãàëüíèé êëàñ êàëiáðîâîê

G(A) = ∂µAµ(x)− ω(x) = 0,

äëÿ ÿêèõ äåòåðìiíàíò Ôàääå¹âà-Ïîïîâà òîé ñàìèé: det
∥∥∥ δG(Aα)

δα

∥∥∥ = det�. Òîìó ìîæåìî

çàïèñàòè ∫
DAeiS(A) = det�

∫
Dα(x)

∫
DAeiS(A)δ(∂µAµ − ω(x)). (3.4)

Iíòåãðàë ïî α(x) äà¹ ïðîñòî íåñêií÷åííèé ìíîæíèê, íåçàëåæíèé âiä ïîëiâ. Iíòåãðàë íå

çàëåæèòü âiä ω(x), òîìó ìîæíà çàïèñàòè, îïóñêàþ÷è iíäåêñ α ó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ

Aα, i ïîìíîæóþ÷è ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà ôóíêöiîíàëüíèé iíòåãðàë ïî ω(x):

N(ξ)

∫
Dω(x) exp

[
−i
∫
d4x

ω2(x)

2ξ

]
det(�)

(∫
Dα
)∫

DAeiS(A)δ(∂µA
µ − ω(x))

= N(ξ) det(�)

(∫
Dα
)

︸ ︷︷ ︸
N ′

∫
DAeiS(A) exp

[
−i
∫
d4x

∫
1

2ξ
(∂µA

µ)2

]
. (3.5)

Â îñòàííié ðiâíîñòi ìè ïðîiíòåãðóâàëè ïî ω(x) çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíî¨ äåëüòà-ôóíêöi¨.

Êîðåëÿöiéîíi ôóíêöi¨ äîâiëüíèõ îïåðàòîðiâ O(A) â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìèöi òà-

êèì ÷èíîì çàäàþòüñÿ âèðàçîì

〈0|TO(A)|0〉 =

∫
DAO(A) exp

[
i
∫
d4x[L − 1

2ξ
(∂µA

µ)2]
]

∫
DA exp

[
i
∫
d4x[L − 1

2ξ
(∂µAµ)2]

] .

Ìíîæíèêè N ′ ñêîðî÷óþòüñÿ ó öüîìó ñïiââiäíîøåííi.

Êîðåëÿòîð 〈0|TO(A)|0〉 íå çàëåæàòü âiä êàëiáðóâàëüíîãî ïàðàìåòðà ξ äëÿ êàëiáðóâàëüíî-

iíâàðiàíòíèõ îïåðàòîðiâ. Iç âðàõóâàííÿì íîâîãî äîäàíêó ∼ 1
ξ
äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà ôîòîíà

ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (
−k2gµν +

(
1− 1

ξ

)
kµkν

)
Dνρ(k) = iδρµ, (3.6)

ÿêå âæå äîïóñêà¹ ðîçâ'ÿçîê

Dµν(k) =
1

i(k2 + iε)

(
gµν − (1− ξ)k

µkν

k2

)
. (3.7)

Íàéáiëüø âiäîìi êàëiáðîâêè:

ξ = 0 � êàëiáðîâêà Ëàíäàó,

ξ = 1 � êàëiáðîâêà Ôåéíìàíà,

ξ = 3 � êàëiáðîâêà Éåíi (çðó÷íà äëÿ çàäà÷ íà çâ'ÿçàíi ñòàíè i äîñëiäæåííÿ iíôðà-

÷åðâîíî¨ ïîâåäiíêè ïðè ìàëèõ iìïóëüñàõ).
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