
1. Êàíîíi÷íå êâàíòóâàííÿ ðåãóëÿðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåìÊëàñè÷íi ðåãóëÿðíi ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè.Äëÿ ðåãóëÿðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi i ãàìiëüòîíiàíîì Hìà¹ìî êàíîíi÷íi ãàìiëüòîíîâi ðiâíÿííÿ ðóõó
q̇i =

∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1 . . . n, (1.1)äå qi i pi óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè i iìïóëüñè. ßê âiäîìî, öi ðiâíÿííÿ ïîâíiñòþ âèçíà÷à-þòü åâîëþöiþ ñèñòåìè ç ÷àñîì, òîìó ùî çíàþ÷è çíà÷åííÿ êîîðäèíàò i øâèäêîñòåé âïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, ìîæíà âèçíà÷èòè ¨õíi çíà÷åííÿ â áóäü-ÿêèé íàñòóïíèé ìîìåíò÷àñó, ðîçâ'ÿçóþ÷è äàíó ñèñòåìó ðiâíÿíü. ×àñîâà åâîëþöiÿ �óíêöi¨ f(pi, qi), âèçíà÷åíî¨íà �àçîâîìó ïðîñòîði Γ ç ñóêóïíiñòþ êîîðäèíàò qi i iìïóëüñiâ pi, îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

ḟ =
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi
(1.2)(ñóìóâàííÿ ïî i ìà¹òüñÿ íà óâàçi). Âèçíà÷à¹òüñÿ äóæêà Ïóàñîíà (ÄÏ) {f, g}, ÿêà àñî-öiþ¹òüñÿ ç êîæíîþ ïàðîþ �óíêöié f, g íà Γ,

{f, g} =
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
. (1.3)Òîäi ðÿâíÿííÿ ÷àñîâî¨ åâîëþöi¨ çàïèñó¹òüñÿ ÿê

ḟ = {f,H}. (1.4)Äóæêà Ïóàñîíà ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi1. Áiëiíiéíiñòü
{f1 + f2, g} = {f1, g}+ {f2, g},

{f, g1 + g2} = {f1, g1}+ {f1, g2},

{αf, g} = α{f, g},

{f, αg} = α{f, g}.2. Àíòèñèìåòði÷íiñòü
{f, g} = −{g, f}.3. Òîòîæíiñòü ßêîái

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.1



4. Ïðàâèëî Ëåéáíiöà
{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}.5. Iñíóâàííÿ íóëüîâîãî åëåìåíòà c äëÿ ÿêîãî

{c, f} = 0äëÿ âñiõ �óíêöié f(p, q). Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî iñíó¹ ìíîæèíà ç îïåðàöi¹þ äîáóò-êó {., .}, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ Ëi, ÿêùî äîáóòêè çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñòÿì1�3, i àëãåáðîé Ïóàñîíà, ÿêùî çàäîâîëüíÿ¹ 1�5. Ìíîæèíà Γ çi ñêîáêîþ Ïóàñîíà íàçè-âà¹òüñÿ ñiìïëåêòè÷íèì ìíîãîâèäîì. Äëÿ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ ìà¹ìî
{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij , i, j = 1, . . . , n.

q̇i = {qi, H}, ṗi = {pi, H} � ãàìiëüòîíîâi ðiâíÿííÿ ðóõó,i äëÿ äîâiëüíî¨ �óíêöi¨ íà �àçîâîìó ïðîñòîði
ḟ = {f,H} =

∂f

∂qk
{qk, H}+ ∂f

∂pk
{pk, H}.Ôiçè÷íi ñòàíè êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè � öå òî÷êè (pk, qk) â �àçîâîìó ïðîñòîði Γ, à �içè÷íi(ñïîñòåðåæóâàíi) âåëè÷èíè � �óíêöi¨ f(pk, qk) íà Γ.Êâàíòóâàííÿ êëàñè÷íèõ ðåãóëÿðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì.Êëàñè÷íà òåîðiÿ ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà â êâàíòîâó òåîðiþ çà äîïîìîãîþ ïðîöåäóðèêâàíòóâàííÿ1. Ââîäèòüñÿ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì 〈.|.〉.Êîîðäèíàòè qk, pk çàìiíÿþòüñÿ íà îïåðàòîðè q̂k, p̂k, ÿêi äiþòü âH. Êîìóòàòîð [Â, B̂] =

ÂB̂ − B̂Â ãðà¹ ðîëü ñêîáêè Ïóàñîíà.
[q̂i, q̂j ] = 0, [p̂i, p̂j] = 0, [q̂i, p̂j] = i~δij . (1.5)Êîìóòàòîð [Â, B̂] çàäîâîëüíÿ¹ òèì æå ñàìèì ï'ÿòi óìîâàì, ùî i äóæêà Ïóàñîíà.2. Ôiçè÷íi ñòàíè êâàíòîâî¨ ñèñòåìè � öå íîðìîâàíi âåêòîðè â H.3. Ôiçè÷íi (ñïîñòåðåæóâàíi) âåëè÷èíè � åðìiòîâè îïåðàòîðè f̂ â H. Âåëè÷èíà f̂ìîæå áóòè ïîëó÷åíà ç êëàñè÷íî¨ f(p, q) çàìiíîþ iìïóëüñiâ i êîîðäèíàò íà âiäïîâiäíiîïåðàòîðè, p → p̂, q → q̂, àëå ïðîöåäóðà íåîäíîçíà÷íà âíàñëiäîê íåêîìóòàòèâíîñòi p̂ i

q̂. 2



4. ×àñîâà åâîëþöiÿ êâàíòîâîãî ñòàíó |ψ; t〉 âèçíà÷à¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì Ĥ (êàðòèíàØðüîäiíãåðà):
Ĥ|ψ; t〉 = i~

∂

∂t
|ψ; t〉. (1.6)Â êàðòèíå �åéçåíáåðãà áiëüø ïðÿìà âiäïîâiäíiñòü, òîìó ùî ñòàí ψ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó,à åâîëþöiÿ îïåðàòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ

d

dt
A(t) =

1

i~
[A(t), H ]. (1.7)Öå ñõîæå ç êëàñè÷íèìè ãàìiëüòîíîâèìè ðiâíÿííÿìè ïðè çàìiíi { , } → [ , ]

i~
.2. Êâàíòîâà ìåõàíèêà ñèñòåì ç â'ÿçÿìè (ìåòîä Äiðàêà-Ôàääå¹âà)Ñèíãóëÿðíi ëàãðàíæiàíè.Íåõàé ñèñòåìà çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòóïåíiâ âiëüíîñòi îïèñó¹òüñÿ äi¹þ

S =

tf∫

ti

dtL(qi, q̇i), i = 1, . . . , n. (2.1)Îáìåæèìîñÿ ëàãðàíæiàíàìè L(qi, q̇i), ÿêi çàëåæàòü âiä ïîõiäíèõ íå âèùå ïåðøîãî ñòó-ïåíÿ. Íåõàé äiÿ ¹ ñòàöiîíàðíîþ ùîäî âàðiàöié δq(t), ÿêi äîðiâíþþòü íóëþ â êiíöåâèõòî÷êàõ. Òîäi íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ñòàöiîíàðíîñòi äi¨ ¹ ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà-Åéëåðà:
Li ≡

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, (2.2)àáî, ó áiëüø ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi,

Li =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
∂q̈j −

∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j +

∂L

∂qi
≡Mij q̈j + Vi = 0. (2.3)Ïðèñêîðåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè íà êîîðäèíàòè i øâèä-êîñòi, ÿêùî ìàòðèöÿ �åñiàíà Mij ìà¹ îáåðíåíó. Öå âèïàäîê ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì.ßêùî detM = 0, òî ïðèñêîðåííÿ, à çíà÷èòü i ÷àñîâà åâîëþöiÿ, íå âèçíà÷àþòüñÿîäíîçíà÷íî ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè íà q, q̇. Òàêi ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ ñèíãóëÿðíèìè. �à-ìiëüòîíîâà äèíàìiêà òàêèõ ñèñòåì áóëà ðîçâèíåíà Äiðàêîì, Ôàääå¹âèì i iíø..Êëàñè÷íi ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè ç â'ÿçÿìè.Âèçíà÷èìî iìïóëüñè ñòàíäàðòíèì ÷èíîì

pi =
∂L

∂q̇i
, (2.4)3



Äëÿ ïåðåõîäó âiä ëàãðàíæiàíà äî ãàìiëüòîíiàíó ïîòðiáíî ïåðåéòè âiä øâèäêîñòåé q̇äî iìïóëüñiâ p. Ó âèïàäêó ñèíãóëÿðíèõ ñèñòåì ç detM = 0, íå âñi q̇i ìîæíà âèðàçèòèÿê �óíêöi¨ q, p. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi ∂2L
∂q̇i∂q̇j

äîðiâíþ¹ (n − r), òî ïî òåîðåìi î íåÿâíèõ�óíêöiÿõ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè (n− r) ðiâíÿíü (2.4) âiäíîñíî q̇l (l = 1, ..., n− r) ÿê �óíêöi¨
p, q i r øâèäêîñòåé, ÿêi çàëèøàþòüñÿ

q̇l = ξl(q, p, q̇α), α = 1, . . . , r. (2.5)ßêùî òåïåð ïiäñòàâèòè (2.5) â r ðiâíÿíü, ùî çàëèøàþòüñÿ â (2.4), òî îòðèìà¹ìî rñïiââiäíîøåíü íà p, q, ÿêi íå çàëåæàòü (âíàñëiäîê ðàíãà ∂2L
∂q̇i∂q̇j

) âiä q̇α:
ϕm(p, q) = 0, m = 1, . . . , r. (2.6)Öi ñïiââiäíîøåííÿ íàçèâàþòüñÿ ïåðâèííèìè â'ÿçÿìè. Âèçíà÷èìî ãàìiëüòîíiàí ñòàí-äàðòíèì ÷èíîì ÷åðåç ïåðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà,

H(p, q, q̇) ≡ piq̇i − L(q, q̇) = H(p, q). (2.7)Ôóíêöiÿ H íå çàëåæèòü ÿâíèì ÷èíîì âiä øâèäêîñòåé q̇; äëÿ íåñèíãóëÿðíèõ ëàãðàí-æiàíîâ öå î÷åâèäíî, òàê ÿê q̇i = q̇i(p, q). Ó âèïàäêó ñèíãóëÿðíèõ ëàãðàíæiàíiâ öå òâåð-äæåííÿ òàêîæ çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî �àêòó çàïèøåìî
H(p, q, q̇) = plξl(q, p, q̇α) + pαq̇α − L(q, ξl(q, p, q̇α), q̇α) (2.8)i âiçüìåìî ïîõiäíó ïî q̇α, ëåãêî îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü

∂H

∂q̇α
= pl

∂ξl
∂q̇α

+ pα − ∂L

∂ξl

∂ξl
∂q̇α

− ∂L

∂q̇α
≡ 0, (2.9)ÿêà âèêîíó¹òüñÿ â ñèëó âèçíà÷åííÿ iìïóëüñiâ (2.4). Ïðèíöèï �àìiëüòîíà

δ

∫

Ldt = 0 (2.10)çàïèñó¹òüñÿ òîäi ÿê
δ

∫

(piq̇i −H(p, q))dt = 0 (2.11)ïðè óìîâi, ùî âèêîíóþòüñÿ â'ÿçi
ϕm(p, q) = 0. (2.12)Â'ÿçi ìîæíà âðàõóâàòè âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîæíèêè Ëàãðàíæà,

δ

∫

(piq̇i −H(p, q)− λmϕm(p, q))dt = 0 (2.13)4



(íåçàëåæíi çìiííi p, q, λ − (2n+ r) çìiííi, λm - �óíêöi¨ âiä t). Îòðèìó¹ìî ãàìiëüòîíîâiðiâíÿííÿ 





ṗi = −∂H
∂qi

− λm
∂ϕm

∂qi
,

q̇i =
∂H
∂pi

+ λm
∂ϕm

∂pi
,

ϕm(p, q) = 0.

(2.14)Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ �àçîâèé ïðîñòið, ÿêèé ìiñòèòü 2n çìiííèõ: (q1, . . . , qn), (p1, . . . , pn).Ïiäìíîæèíà M ⊂ Γ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ â'ÿçÿìè ϕm(p, q) = 0 ìà¹ ðîçìiðíiñòü (2n− r).Âèçíà÷àÿ ïîâíèé ãàìiëüòîíiàí HT = H + λmϕm, i âèêîðèñòîâóþ÷è äóæêó Ïóàñîíà
{f, g} =

∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
,çàïèøåìî (2.14) ó âèãëÿäi̇

pi = {pi, H}+ λm{pi, ϕm} ≈ {pi, HT},

q̇i = {qi, H}+ λm{qi, ϕm} ≈ {qi, HT}. (2.15)Ôîðìàëüíî ïðè îá÷èñëåííi ÄÏ {pi, HT} i {qi, HT} â (2.15) ìà¹ìî òàêîæ äîäàíêè
{pi, λm}ϕm i {qi, λm}ϕm, âiäïîâiäíî. Äóæêè Ïóàñîíà {pi, λm}, {qi, λm} íàì íåâiäîìi,àëå öi âèðàçè ìíîæàòüñÿ íà â'ÿçi ϕm i çíèêàþòü íà ìíîæèíi M . Ïîçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ ≈i îçíà÷à¹, ùî íàêëàäåííÿ â'ÿçiâ ϕm = 0 çäiéñíþ¹òüñÿ òiëüêè ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ äóæîêÏóàñîíà. Äëÿ äîâiëüíî¨ �óíêöi¨ g(p, q) ó �àçîâîìó ïðîñòîði åâîëþöiþ ó ÷àñi ìîæíàçàïèñàòè ÿê

ġ ≈ {g,HT}.Òîìó ââåäåíèé ãàìiëüòîíiàí HT ¹ ãåíåðàòîðîì òðàíñëÿöié ó ÷àñi.Äëÿ ñàìîóçãîäæåííîñòi íåîáõiäíî, ùîá â'ÿçi çáåðiãàëèñÿ ó ÷àñi íà ìíîæèíiM , ìà¹ìîâèìàãàòè
Φ̇m

∣
∣
∣
M

= [{ϕm, H}+ λn{ϕm, ϕn}]
∣
∣
∣
M

= 0. (2.16)Âèêëþ÷àþ÷è òi âèïàäêè, êîëè (2.16) ïðèçâîäÿòü äî ïðîòèði÷, ìîæëèâî:à)òðèâiàëüíà òîòîæíiñòü, á) íå çàëåæàòü âiä λ, â) ìîæóòü ìiñòèòè äåÿêi λ.Âèïàäîê (á) äà¹ íîâi çâ'ÿçêè (âòîðèííi)
ρk(q, p) = 0.Ïîâòîðþþ÷è ïðîöåäóðó äëÿ ρk, çíàõîäèìî âñi ìîæëèâi íîâi (âòîðèííi, òðåòèííi, i ò.ä.)â'ÿçi. Ïåðåõîäÿ÷è ïîòiì äî âèïàäêó (â), ìîæíà çíàéòè ÷àñòèíó ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà

λn (â çàëåæíîñòi âiä ðàíãó ñèñòåìè). 5



Ïîçíà÷èìî òåïåð âñþ ñîâîêóïíiñòü çíàéäåíèõ â'ÿçiâ ÿê
ψs(q, p) = {ϕn(q, p), ρk(q, p)}, s = 1, . . . , S. (2.17)Öi â'ÿçi âèçíà÷àþòü ÿêóñü ïiäìíîæèíó â Γ : ψs = 0, ÿêó áóäåìî ïîçíà÷àòè M .Íåçâiäíiñòü â'ÿçiâ. Áóäü-ÿêe �óíêöi. f(q, p), ÿêà îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà M , ìîæíàïðåäñòàâèòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ â'ÿçiâ

f(q, p) =
∑

as(q, p)ψs(q, p). (2.18)Çîêðåìà, HT ìîæíà çàïèñàòè â çàãàëüíîìó âèïàäêó ÿê
HT = HT

∣
∣
∣
M

+ vs(q, p)ψs(q, p), (2.19)äå vs � äîâiëüíi �óíêöi¨ p i q.Âèçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ f ∈ C(Γ) íàçèâà¹òüñÿ ïðèíàëåæíié äî ïåðøîãî ðîäó, ÿêùî
{f, ψs} ≈ 0 äëÿ âñiõ ψs. ßêùî öå íå âèêîíó¹òüñÿ, òî �óíêöiÿ f � âåëè÷èíà äðóãîãîðîäó.�iâíiñòü {f, ψs} ≈ 0 îçíà÷à¹, ùî {f, ψs} =

∑

s′ cssψs′ .Òåîðåìà. Äóæêà Ïóàñîíà äâóõ âåëè÷èí 1-ãî ðîäà òàêîæ ¹ âåëè÷èíîþ 1-ãî ðîäà. Äiéñ-íî, äëÿ íèõ
{R,ϕi} = rijϕj, {S, ϕi} = sijϕj .Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü ßêîái, äîâîäèìî

{{R, S}, ϕi} = −{{S, ϕi}, R} − {{ϕi, R}, S} =

= {rijϕj , S} − {sijϕj, R} = sijrjkϕk − rijsjkϕk ≈ 0.Âèçíà÷åííÿ. Â'ÿçè ïåðøîãî ðîäà Φa çàäîâîëüíÿþòü
{Φa, ψs} ≈ 0, (2.20)àáî âíàñëiäîê íåçâiäíîñòè,

{Φa, ϕs} = cass′ψs′, a = 1, . . . , m < S. (2.21)Íåõàé ìè çíàéøëè âñi â'ÿçi ïåðøîãî ðîäó, Φa, òîäi â'ÿçi ùî çàëèøèëèñü, θα, áóäóòüâ'ÿçÿìè äðóãîãî ðîäà, äëÿ íèõ
det ‖{θα, θβ}‖ 6= 0. (2.22)6



Äiéñíî, ÿêùî det ‖{θα, θβ}‖ ≈ 0, òî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé íàáið �óíêöié aα(q, p), òàêèõùî
aα{θα, θβ} ≈ 0, (2.23)ùî ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
{aαθα, θβ} ≈ 0. (2.24)Òàê ÿê äëÿ â'ÿçåé ïåðøîãî ðîäà î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî, ùî
{aαθα,Φa} ≈ 0, (2.25)òî ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî aαθα - â'ÿçü ïåðøîãî ðîäà, ùî ïðîòèðè÷èòü ïðèïóùåííþ,ùî âñi â'ÿçi ïåðøîãî ðîäà âè÷åðïóþòüñÿ Φa.Íàñëiäîê 1. ×èñëî â'ÿçiâ 2-ãî ðîäà � ïàðíå, òàê ÿê ìàòðèöà {θα, θβ} � àíòèñèìåò-ðè÷íà.Íàñëiäîê 2. Òi �óíêöi¨ v(q, p) ó âèðàçi (2.19), ÿêi ïîìíîæóþòü â'ÿçè äðóãîãî ðîäà,âèçíà÷åíè íà M . Äiéñíî, âiäïîâiäíi �óíêöi¨ çíàõîäÿòüñÿ ç ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

θ̇α
∣
∣
M

=
[{
θα, HT

∣
∣
M

}
+ vβ{θα, θβ}

]∣
∣
M

= 0. (2.26)Â ñèëó óìîâè ñàìîóçãîäæåíîñòi ìè ìîæåìî ðîçâ'ÿçàòè vβ íà M â ñèëó iñíóâàííÿ ìàò-ðèöi, îáåðíåíî¨ äî {θα, θβ}. Òàêèì ÷èíîì, íåâèçíà÷åíi �óíêöi¨ v(q, p) çàëèøàþòüñÿ â HTòiëüêè ïðè â'ÿçÿõ 1-ãî ðîäó. Âiäçíà÷èìî, ùî �óíêöi¨ v(q, p) îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi òiëüêèíà ïiäìíîæèíi M , íà ïîâíîìó �àçîâîìó ïðîñòîði Γ âîíè çàëèøàþòñÿ äîâiëüíèìè.Â íàñëiäîê òîãî, ùî íåâèçíà÷åíi �óíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü â'ÿçÿì äðêãîãî ðîäà ìî-æóòü áóòè âèçíà÷åíi, òî ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî iç â'ÿçÿìè äðóãîãî ðîäà ìàòè ñïðàâóïðîñòiøå, íiæ iç â'ÿçÿìè ïåðøîãî ðîäà. Ôàêòè÷íî âiä íèõ ìîæíà ïîçáàâèòèñü ââîäÿ÷èíîâó äóæêó Ïóàñîíà, à ñàìå äóæêó Äiðàêà { , }D.Äóæêà Äiðàêà.�îçãëÿíåìî �àçîâèé ïðîñòið ç äóæêîþ Ïóàñîíà { , }. Íåõàé ¹ â'ÿçi ïåðøîãî ðîäó
Φi = 0 i â'ÿçó äðóãîãî ðîäó θα. Âèçíà÷èìî ìàòðèöþ

∆αβ = {θα, θβ}. (2.27)Äóæêà Äèðàêà âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì
{f, g}D = {f, g} − {f, θα}∆−1

αβ{θβ, g}. (2.28)7



Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äóæêà Äiðàêà çàäîâîëüíÿ¹ âñiì ï'ÿòè âëàñòèâîñòÿì ÄÏ. Ïðè-÷èíà, ÷îìó ââîäÿòü äóæêó Äiðàêà, ¹ â òîìó, ùî ïî âiäíîøåííþ äî íå¨ â'ÿçi äðóãîãîðîäó äîðiâíþþòü íóëþ ó ñèëüíîìó ñåíñi.Âèçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ f(q, p) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîþ íóëþ â ñèëüíîìó ñåíñi, ÿêùî f ≈ 0,i, êðiì òîãî, ¨¨ ÄÏ {f, g} ≈ 0 äëÿ âñiõ �óíêöié g ∈ C(Γ).Ç îçíà÷åííÿ äóæêè Äiðàêà (2.28) âèïëèâà¹, ùî êðiì òîãî, ùî θα ≈ 0, òàêîæ ¨¨ äóæêàÄiðàêà {f, θα}D ≈ 0 äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ C(Γ) i âñiõ α. Âàæëèâèì íàñëiäêîì öüîãî ¹ òîé�àêò, ùî äîäàíêè vαθα â ãàìiëüòîíiàíi ìîæóòü áóòè íå âðàõîâàíi, òîìó ùî âîíè íåâïëèâàþòü íà ÷àñîâó åâîëþöiþ ñèñòåìè. ×àñîâà åâîëþöiÿ òàêîæ çàäà¹òüñÿ çà äîïîìî-ãîþ äóæêè Äiðàêà, äiéñíî, âîíà ñïiâïàäà¹ çi ñòàíäàðòíèì âèçíà÷åííÿì åâîëþöi¨,
{g,H}D = {g,H} − {g, θs}∆−1

ss′{θs′, H} ≈ {g,H} = ġ, (2.29)òàê ÿê {θs, H} ≈ 0 (θ̇s = {θs, H} ≈ 0).Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ ðóõó
ġ = {g,H}D (2.30)îçíà÷à¹, ùî θs àâòîìàòè÷íî âèêëþ÷àþòüñÿ ç H . Âñå öå îçíà÷à¹, ùî θs ìîæíà ââàæàòèðiâíèìè íóëþ â ñèëüíîìó ñåíñi ïðè âèêîðèñòàííi äóæêè Äiðàêà.Äëÿ òîãî ùîá çðîçóìiòè ñìèñë íîâèõ äóæîê Ïóàñîíà, ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëèíàáîð θs ñêëàäà¹òüñÿ ç θ1 = q1, θ2 = p1. Òîäi

∆ss′ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 {q1, p1}
{p1, q1} 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=




0 1

−1 0



 , ∆−1
ss′ =




0 −1

1 0



 . (2.31)�îçïèøåìî äîäàíîê
{g, θs}∆−1

ss′{θs′ , f} = ({g, θ1}, {g, θ2})




0 −1

1 0



 =




{θ1, f}
{θ2, f}





=

(

− ∂g

∂p1
,
∂g

∂q1

)



0 −1

1 0









∂f

∂p1

− ∂f

∂q1



 = − ∂g

∂p1

∂f

∂q1
+
∂g

∂q1

∂f

∂p1
.Áà÷èìî, ùî äóæêà Äiðàêà {f, g}D îòðèìó¹òüñÿ çi ñòàðî¨ äóæêè Ïóàñîíà âèêðåñëåííÿìç ñóìè ïî n äîäàíêiâ, ÿêi ìiñòÿòü ïîõiäíi ïî q1, p1. Òàêèì ÷èíîì, íîâà äóæêà Ïóàñîíàâiäíîñèòüñÿ äî ñèñòåìè çi ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi áåç q1, p1. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó â'ÿçiâ2-ãî ðîäà θs (s = 1, . . . , 2S) ìà¹ ìiñöå ðåäóêöiÿ äî 2(N − S) ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, õî÷à8



ðåäóêöiÿ ÷èñëà ñòóïåíiâ âiëüíîñòi áiëüø ñêëàäíà i íå çâîäèòüñÿ äî ïðîñòîãî âèêðåñëþ-âàííÿ äåÿêèõ p i q. Çðó÷íiñòü ðîáîòè ç äóæêîþ Äiðàêà ó òîì, ùî âîíà àâòîìàòè÷íîâðàõîâó¹ â'ÿçi äðóãîãî ðîäó, íå ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨õ â ÿâíîìó âèãëÿäi.�àìiëüòîíîâi ñèñòåìè ç â'ÿçÿìè ïåðøîãî ðîäó.Ó ïîäàëüøîìó ðîçãëÿíåìî ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó iç â'ÿçÿìè òiëüêè ïåðøîãî ðîäà, ÿêiçàäîâîëüíÿþòü
{Φa,Φb} = Cab

c Φc, {H,Φb} = dabΦ
b. (2.32)

Cab
c è dab â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ �óíêöiÿìè p, q. Êîëè Cab

c = const, òî â'ÿçi çàäîâîëü-íÿþòü àëãåáði Ëi (íàïðèêëàä, â êàëiáðóâàëüíèõ òåîðiÿõ, àëå íå â ãðàâiòàöi¨).Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äi¨ ìà¹ìî
S(p, q, u) =

∫

(piq̇i −H − uaΦa)dt. (2.33)Ó âèïàäêó ïðèñóòíîñòi â'ÿçiâ äðóãîãî ðîäó áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi âîíè âêëþ÷åíi â Hi âèêîðèñòîâóâàòè äóæêó Äiðàêà çàìiñòü ÄÏ.Òîäi
q̇i = {qi, H + uaΦa} ≈ ∂H

∂pi
+ ua

∂Φa

∂pi
,

ṗi = {pi, H + uaΦa} ≈ −∂H
∂qi

+ ua
∂Φa

∂qi
, (2.34)

Φa(p, q) = 0.Âíàñëiäîê (2.32) òðàåêòîði¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü Φa = 0 áóäóòü çàëèøàòèñü íà ìíîãîâèäi
M . Îäíàê, ÿê âèïëèâà¹ ç (2.34), ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó áóäóòü ìiñòèòè äîâiëüíi �óíêöi¨
ua. �îçãëÿíåìî áiëüø óâàæíî öþ ñèòóàöèþ. Íåõàé íà Γ ¹ äâà ãàìiëüòîíiàíà H1 = H +

uaΦa è H2 = H + vaΦa. Âîíè ñïiâïàäàþòü íà M i îáèäâà çàñòîñîâíi äëÿ îïèñó ñèñòåìè.ßêùî ìè ïî÷èíà¹ìî ç äåÿêî¨ òî÷êè Z íà M i ïðîñëiäêó¹ìî çà ÷àñîâîþ åâîëþöi¹þçãiäíî H1 íà ÷àñîâîìó iíòåðâàëi ∆t, òîäi ïðèõîäèìî äî òî÷êè Z1. ßêùî æ åâîëþöiÿâiäáóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ H2, òîäi ïðèõîäèìî äî òî÷êè Z2. Òàê ÿê ãàìiëüòîíiàíè ðiâíiíà M , òî òî÷êè Z1 i Z2 ïðåäñòàâëÿþòü îäèí i òîé æå �içè÷íèé ñòàí. Âàðþþ÷è îäíó�óíêöiþ uc i çáåðiãàþ÷è iíøi �óíêöi¨ �iêñîâàíèìè, îòðèìó¹ìî îäíîâèìiðíèé íàáiðåêâiâàëåíòíèõ òî÷îê. Äëÿ çàäàíî¨ òî÷êè Z ìíîæèíà óñiõ òî÷îê íà M , ÿêi îïèñóþòüîäèí i òîé æå �içè÷íèé ñòàí, ùî i Z, íàçèâà¹òüñÿ êàëiáðóâàëüíîþ îðáiòîþ. �îçìiðíiñòüêàëiáðóâàëüíî¨ îðáiòè äîðiâíþ¹ ÷èñëó â'ÿçåé ïåðøîãî ðîäó.9



Äëÿ äàíî¨ êàëiáðóâàëüíî¨ îðáiòè ìè ìîæåìî ïåðåéòè âiä îäíi¹¨ òî÷êè äî iíøî¨ âàði-þþ÷è �óíêöi¨ ua, òîáòî âèêîíóþ÷è êàëiáðóâàëüíå ïåðåòâîðåííÿ. Éîãî çàãàëüíà �îð-ìà δZ = Z2 − Z1. Çàïèøåìî éîãî â òåðìiíàõ â'ÿçåé, âèêîñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ ðóõó
ŻA = {ZA, HT},

ZA1 − ZA =

(
dZA

dt

)

H1

∆t = {ZA, H + uaΦa}∆t

ZA2 − ZA =

(
dZA

dt

)

H2

∆t = {ZA, H + vaΦa}∆t







(2.35)
⇒ δZA = {ZA, H + (va − ua)Φa}∆t. (2.36)Âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi �óíêöié va i ua i ií�åíiòåçiìàëüíîñòi ∆t íàéáiëüø çàãàëüíà �îð-ìà êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ áóäå δZA = {ZA, ǫ

aϕa}, äå ǫa � äîâiëüíi ií�iíiòåçi-ìàëüíi �óíêöi¨. Òàê ÿê êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíi òiëüêè äëÿ òî÷åê íà M ,îñòàííå ìîæíà çàïèñàòè ÿê
δZA = ǫa{ZA,Φ

a}.Âàðiàöiÿ äîâiëüíî¨ �óíêöi¨ íà �àçîâîìó ïðîñòîði
δχ(Z) =

∂χ(Z)

∂ǫa
ǫa = {χ,Φa}ǫa = ∂χ(Z)

∂ZA

{ZA,Φ
a}ǫa.Îñêiëüêè �içè÷íi ñòàíè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ êàëiáðóâàëüíèìè îðáiòàìè, òî �içè÷íèìèñïîñòåðåæóâàíèìè ¹ òiëüêè �óíêöi¨ p, q, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ua, òîáòî ¹ ïîñòiéíèìè íàêàëiáðóâàëüíié îðáiòi.�îçãëÿíåìî äâi ñóñiäíi òî÷êè íà M , Z i Z + δZ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi êàëiáðóâàëüíèìè ïåðå-òâîðåííÿìè δZA = ǫa{ZA,Φ

a}. Ôiçè÷íà ñïîñòåðåæóâàíà f ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè
f(Z) = f(Z + δZ), (2.37)çâiäêè

∂f

∂ZA

δZA = 0 ⇒ ǫa
∂f

∂ZA

{ZA,Φ
a} = 0 ⇒ ǫa{f,Φa} = 0. (2.38)Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùî f ïðåäñòàâëÿ¹ �içè÷íó ñïîñòåðåæóâàíó, î÷å-âèäíî ¹ óìîâà

{f,Φa} ≈ 0 (2.39)äëÿ âñiõ a, òîáòî �óíêöiÿ f ïîâèííà áóòè �óíêöi¹þ 1-ãî ðîäó.10



Â òåðìiíàõ ïîâíîãî �àçîâîãî ïðîñòîðó Γ

ḟ = {f,H}+ ua{f,Φa}, (2.40)i äëÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ (êàëiáðóâàëüíî-iíâàðiàíòíèõ) âåëè÷èí ïîâèííî âèêîíóâàòèñü
{f,Φa} = habΦ

b. (2.41)Â öüîìó âèïàäêó çàëåæíiñòü âiä äîâiëüíèõ ua ïðîïàäà¹ íàM . Çãiäíî (2.32) ãàìiëüòîíiàí
H ¹ âåëè÷èíîþ 1-ãî ðîäó, òîáòî ñïîñòåðiãà¹ìîþ âåëè÷èíîþ.Â êàëiáðóâàëüíié îðáiòi âñi òî÷êè ïðåäñòàâëÿþòü îäèí i òîé æå �içè÷íèé ñòàí. Çàéâåìàòè òàê áàãàãî òî÷åê ó �àçîâîìó ïðîñòîði, ÿêi âiäïîâiäàþòü îäíîìó �içè÷íîìó ñòà-íó, òîìó âèáåðåìî îäíó òî÷êó (îäíîãî ïðåäñòàâíèêà) â êîæíié êàëiáðóâàëüíié îðáiòi.Öåé ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ �iêñàöiåé êàëiáðîâêè. Çàçâè÷àé öå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ çà äîïîìî-ãîþ íàêëàäåííÿ äîäàòêîâî¨ (êàëiáðóâàëüíî¨) óìîâè χa(p, q) = 0. Ìíîæèíà òî÷îê â M ,ÿêi çàäîâîëüíÿþòü öþ ðiâíiñòü, íàçèâà¹òüñÿ ðåäóêîâàíèì �àçîâèì ïðîñòîðîì. ×èñëîêàëiáðóâàëüíèõ óìîâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó â'ÿçåé 1-ãî ðîäó.Èíîäi áóâà¹ íåïðîñòî (à â äåÿêèõ âèïàäêàõ i íåìîæëèâî) âèáðàòè êàëiáðóâàëüíióìîâè òàê, ùîá âîíè âiäáèðàëè â òî÷íîñòi ïî îäíîìó ïðåäñòàâíèêó ç êàëiáðóâàëüíî¨îðáiòè (ïðîáëåìà �ðiáîâà). ×àñòî öå ìîæíà çðîáèòè òiëüêè ëîêàëüíî, àëå íå ãëîáàëüíî.Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîãî ùîá îòðèìàòè ðåäóêîâàíèé �àçîâèé ïðîñòið Γ∗ ç ïî÷àòêîâîãî�àçîâîãî ïðîñòîðó Γ, íåîáõiäíî íàêëàñòè îáìåæåííÿ Φa = 0 i χa = 0. Òîìó êàëiáðó-âàëüíi óìîâè χa = 0 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íîâi â'ÿçi. Î÷åâèäíî, ùî ðîçìiðíiñòü Γ∗ ¹
2n− 2m (a = 1, . . . , m).Äëÿ êàëiáðóâàëüíèõ óìîâ χa ïðåäïîëîæèìî ñïðàâåäëèâiñòü

{χa, χb} = 0, (2.42)
det ‖{Φa, χb}‖ 6= 0. (2.43)ßêùî ñïðàâåäëèâî (2.42), òîäi âèêîíóþ÷è êàíîíi÷íi ïåðåòâîðåííÿ íà Γ, ïåðåéäåìî äîíîâèõ çìiííèõ

χa(p, q) = pa, a = 1, . . . , m,òîáòî íîâi iìïóëüñè òåïåð p = (χa, p
∗). Íåõàé qa � ñïðÿæåíi äî pa êîîðäèíàòè, q =

(qa, q
∗), q∗, p∗ � iíøi êàíîíi÷íi çìiííi. Óìîâà (2.43) â öiõ çìiííèõ ïðèéìà¹ âèä

det

∥
∥
∥
∥

∂Φa

∂qb

∥
∥
∥
∥
6= 0. (2.44)11



Ç (2.44) âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ Φa = 0 ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî êîîðäèíàò qb. Âðåçóëüòàòi ïiäïðîñòið Γ∗ çàäà¹òñÿ ðiâíÿííÿìè
χa ≡ pa = 0, qa = qa(q

∗, p∗), (2.45)äå q∗, p∗ � íåçàëåæíi êàíîíi÷íi êîîðäèíàòè íà Γ∗. �àìiëüòîíiàíîì ñèñòåìè íà Γ∗, î÷å-âèäíî, ¹ ðåäóêîâàíà �óíêöiÿ
H∗(q∗, p∗) = H(q, p)|Φ=0,χ=0 = H(q∗i , p

∗

i , qa(q
∗

i , p
∗

i )). (2.46)Ïîêàæåìî åêâiâàëåíòíiñòü ñèñòåì ãàìiëüòîíîâèõ ðiâíÿíü íà ïðîñòîði Γ i ïiäïðîñòîði
Γ∗. Íà Γ ìè ìàëè ðiâíÿííÿ

q̇i =
∂H

∂pi
+ ua

∂Φa

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
− ua

∂Φa

∂qi
, Φa(p, q) = 0 (2.47)�îçâ'ÿçîê öèõ ðiâíÿíü, ÿê ìè çíàåìî, ìiñòèòü äîâiëüíi �óíêöi¨ ua(t). Äîäàòêîâi óìîâè

χa(p, q) = 0 çíèùóþòü öþ äîâiëüíiñòü, âèðàæàÿ ua ÷åðåç êàíîíi÷íi çìiííi. Â ðåçóëüòàòiâ ÿêîñòi ðiâíÿíü ðóõó çàëèøàþòüñÿ òiëüêè ðiâíÿííÿ äëÿ çìiííèõ q∗, p∗, ÿêi ñïiâïàäàþòüç ãàìiëüòîíîâèìè ðiâíííÿìè äëÿ ñèñòåìè Γ∗

q̇∗ =
∂H∗

∂p∗
, ṗ∗ = −∂H

∗

∂q∗
(2.48)Äiéñíî, ðîçãíÿíåìî ðiâíÿííÿ (2.47) â êîîðäèíàòàõ (2.45). �iâíÿííÿ ṗa = 0 ïðèâîäÿòüäî ñïiââiäíîøåíü, ÿêi äîçâîëÿþòü çíàéòè ua

∂H

∂qa
+ ub

∂Φb

∂qa
= 0. (2.49)�îçãëÿíåìî òåïåð äåÿêèé ç iìïóëüñiâ p∗ i ïîðiâíÿ¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ íüîãî, ÿêi âèïëèâà-þòü iç (2.47), (2.46) òà ç (2.48). Ìà¹ìî

(2.47) ⇒ ṗ∗ = −∂H
∂q∗

− ub
∂Φb

∂q∗
,

(2.48) ⇒ ṗ∗ = −∂H
∗

∂q∗
= −∂H

∂q∗
− ∂H

∂qa

∂qa
∂q∗

,äå ó äðóãîìó ðiâíÿííi ìè âèêîðèñòàëè îçíà÷åííÿ ðåäóêîâàíîãî ãàìiëüòîíiàíó (2.46).Ïðàâi ÷àñòèíè äâîõ öèõ ðiâíÿíü ñïiâïàäàþòü, ÿêùî
ua
∂Φa

∂q∗
=
∂H

∂qa

∂qa
∂q∗

. (2.50)12



Iç (2.49) öå åêâiâàëåíòíî
ua

(
∂Φa

∂q∗
+
∂Φa

∂qb

∂qb
∂q∗

)

= 0. (2.51)Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíüî â ñèëó óìîâè â'ÿçi
Φa(q, p) = Φa(qa(q

∗, p∗), 0, q∗, p∗) ≡ 0, (2.52)ïîõiäíà âiä ÿêî¨ òåæ òîòîæíüî äîðiâíþ¹ íóëþ. Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ îäíîçíà÷íîãî çíà-õîäæåííÿ ua ç (2.49) âàæëèâî, ùî
det

∥
∥
∥
∥

∂Φb

∂qa

∥
∥
∥
∥
6= 0.Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè i òîòîæíiñòü íà Γ∗ ðiâíÿíü äëÿ q∗.Âiäçíà÷èìî, ùî çìiíà âèáîðó êàëiáðóâàëüíèõ óìîâ çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî (!) ïå-ðåòâîðåííÿ ó ïðîñòîði Γ∗ i òîìó íå âïëèâà¹ íà �içèêó çàäà÷i.Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ñòàíäàðòíà äóæêà Ïóàñîíà íà Γ çâîäèòüñÿ äî äóæêè Ïóàñîíàíà Γ∗ äëÿ íåçàëåæíèõ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ q∗, p∗:

{f, g}
∣
∣
∣
Γ∗

=
∑

i

(
∂f ∗

∂q∗i

∂g∗

∂p∗i
− ∂f ∗

∂p∗i

∂g∗

∂q∗i

)

, (2.53)äå ðåäóêîâàíi �óíêöi¨
f ∗ = f(qa(q

∗, p∗), q∗, 0, p∗),

g∗ = g(qa(q
∗, p∗), q∗, 0, p∗).Äëÿ ïåðåâiðêè (2.53) îá÷èñëèìî äóæêó Ïóàñîíà {f, g} â íåêàíîíi÷íèõ êîîðäèíàòàõ

η = (Φa, q
∗, pa, p

∗). Òîäi
{f, g} =

∑

α,β

{ηα, ηβ}
∂f

∂ηα

∂g

∂ηβ
. (2.54)Âíàñëiäîê óìîâ (2.32) i (2.42) ðÿä äîäàíêiâ â ïðàâié ÷àñòèíi (2.54) ùåçà¹, i â ðåçóëüòàòiâîíà ñïiâïàäà¹ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (2.53), äå

f ∗ = f(η)
∣
∣
∣
pa=Φa=0

, g∗ = g(η)
∣
∣
∣
pa=Φa=0

. Äîâåñòè!Òàêèì ÷èíîì, ìè ìà¹ìî òåïåð êëàñè÷íèé îïèñ ñèñòåì iç â'ÿçÿìè, ÿêi ìàþòü íàñòóïíiâëàñòèâîñòi.1. Çàäàí �àçîâèé ïðîñòið Γ iç äóæêîþ Ïóàñîíà {· , ·}. Êîîðäèíàòè ZA = (qi, pi) öüîãîïðîñòîðó çàäîâîëüíÿþòü
{ZA, ZB} = CAB(Z), CAB = −CBA, detC 6= 0.13



2. Ñèñòåìà ìà¹ äåÿêå ÷èñëî â'ÿçåé 1-ãî ðîäó Φa = 0. Ïðè íàêëàäàííi â'ÿçåé �àçîâèéïðîñòið Γ ðåäóêóþòüñÿ äî M . Âñi â'ÿçi ¹ â'ÿçÿìè 1-ãî ðîäó
{Φa,Φb} = CabcΦc.Êîæåí �içè÷íèé ñòàí ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ m-âèìiðíèì ïiäìíîãîâiäîì â M , äå m �÷èñëîâ'ÿçåé 1-ãî ðîäó. Òàêèé ïiäìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ êàëiáðóâàëüíîþ îðáiòîþ. Íà êàëiáðó-âàëüíié îðáiòi ìîæíà ïåðåõîäèòè âiä îäíi¹¨ òî÷êè äî iíøî¨ çà äîïîìîãîþ êàëiáðóâàëü-íîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä
δZA = ǫa{ZA,Φa}.Íàêëàäàþ÷è êàëiáðóâàëüíi óìîâè, ìîæíà âèáðàòè íà êîæíié êàëiáðóâàëüíié îðáiòi îäíóòî÷êó â ÿêîñòi ïðåäñòàâíèêà �içè÷íîãî ñòàíó.3. Ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè ¹ �óíêöiÿìè 1-ãî ðîäó íà C(M). Öi �óíêöi¨ iíâàðiàíòíiïðè êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåííÿõ
δf = ǫa{f,Φa} ≈ 0.. 4. ×àñîâà åâîëþöiÿ �óíêöié 1-ãî ðîäó (ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü ñïîñòåðåæóâàíi) âèçíà-÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

ḟ = {f,H},äå H � ãàìiëüòîíiàí, �óíêöiÿ 1-ãî ðîäó.Îïåðàòîðíå êâàíòóâàííÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ç â'ÿçÿìè.Ïiñëÿ êâàíòóâàííÿ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íà ñèñòåìà ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi1. � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H iç âíóòðiøíèì äîáóòêîì 〈·, ·〉. Êîîðäèíàòè ZA ïðåäñòàâ-ëÿþòüñÿ åðìiòîâèìè îïåðàòîðàìè ẐA, ÿêi çàäîâîëíÿþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ
[ẐA, ẐB] = i~CAB(Ẑ).2. Ôiçè÷íi ñòàíè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ âåêòîðàìè |ψ〉 â H, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

Φ̂a(Ẑ)|ψ〉 = 0,äå Φa(Z) � â'ÿçi ïåðøîãî ðîäó. Çàóâàæèìî, ùî â'ÿçi äðóãîãî ðîäó íå ìîæíà íàêëàäàòèíà âåêòîðè ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði àíàëîãi÷íî â'ÿçÿì ïåðøîãî ðîäó, öå ïðèçâîäèòü14



äî ïðîòèði÷÷ÿ. Â'ÿçi äðóãîãî ðîäó âðàõîâóþòüñÿ êîìóòàòîð íà íîâèé ìîäi�iêîâàíèéêîìóòàòîð, âiäïîâiäàþ÷èé äóæöi Äiðàêà.3. Ñïîñòåðåæóâàíi ïðåäñòàâëÿþòüñÿ åðìiòîâèìè îïåðàòîðàìè.4. �àìiëüòîíiàí Ĥ âèïëèâà¹ ç ãàìiëüòîíîâî¨ �óíêöi¨ H çàìiíîþ êîîðäèíàò ZA íàîïåðàòîðè ẐA. ×àñîâà åâîëþöiÿ �içè÷íèõ ñòàíiâ âèçíà÷à¹òüñÿ (â êàðòèíi Øðåäiíãåðà)
Ĥ|ψ, t〉 = i~

d

dt
|ψ, t〉.Â êàðòèíi �åéçåíáåðãà îïåðàòîðè çàëåæàòü âiä ÷àñó

i~
dÂ

dt
= [Â, H ].Iíòåãðàë ïî òðà¹êòîðiÿì äëÿ ñèñòåì ç â'ÿçÿìè.Äëÿ êâàíòóâàííÿ ñèñòåìè ó �àçîâîìó ïðîñòîði Γ∗ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íåçàëåæíiçìiííi q∗, p∗, äå àìïëiòóäà ïåðåõîäó âàêóóì-âàêóóì çàïèñó¹òüñÿ âiäîìèì ÷èíîì

〈0|0〉 =
∫ 2(n−m)

∏

j=1

Dq∗jDp∗j exp



i

∞∫

−∞

(p∗i q̇
∗

i −H∗(p∗, q∗))dt



 . (2.55)Ïîêàæåìî, ùî àìïëiòóäà ïåðåõîäó âàêóóì-âàêóóì ó ïîâíîìó �àçîâîìó ïðîñòîði Γ çêîîðäèíàòàìè q, p ìà¹ âèãëÿä
〈0|0〉 =

∫
∏

i

DqiDpi exp






i

∞∫

−∞

(piq̇i −H(p, q))dt







∏

a

δ(χa)δ(Φa) det |{χa,Φb}|, (2.56)àáî
〈0|0〉 =

∫
∏

i

DqiDpi
∏

a

Dλa exp



i

∞∫

−∞

(piq̇i −H(p, q)− λaΦa(p, q)
︸ ︷︷ ︸

HT

)dt





×
∏

a

δ(χa) det |{χa,Φb}|.Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü äâóõ �îðìóë, âèêîíà¹ìî êàíîíi÷íå ïåðåòâî-ðåííÿ äî çìiííèõ pa = χa, qa, p
∗, q∗ â (2.56). Ìiðà ∏

iDqiDpi íå çìiíþ¹òüñÿ îñêiëüêè ¹iíâàðiàíòíîþ çà òåîðåìîþ Ëióâiëÿ. Ìíîæíèê
∏

a

δ(χa)δ(Φa) det |{χa,Φb}|15



ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
∏

a

δ(pa)δ(qa − qa(q
∗, p∗)),i ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî (pa, qa) â (2.56) çà äîïîìîãîþ äåëüòà �óíêöié çâîäèòüñÿ äî(2.55), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.3. Ïðèêëàäè ïðîñòèõ �içè÷íèõ ñèñòåì ç â'ÿçÿìè.Âiëüíà ðåëÿòèâiñòñüêà ÷àñòèíêàÍàéïðîñòiøà ñèñòåìà, ÿêà ïðèçâîäèòü äî ãàìiëüòîíîâié ñèñòåìè ç â'ÿçÿìè � öå âiëü-íà ðåëÿòèâiñòñüêà ÷àñòèíêà. Äiÿ ïðîïîðöiéíà äîâæèíi ñâiòîâî¨ ëiíi¨

S = −m
τ2∫

τ1

dτ
√

ẋ2µ, ẋµ =
dxµ
dτ

, (3.1)äå τ � ïàðàìåòð âëàñíîãî ÷àñó.Äiÿ iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü τ (äè�åðîìîð�içì): τ = f(τ ′), äå
f � äîâiëüíà äi�åðåíöèðó¹ìà �óíêöiÿ (τ1 = f(τ ′1), τ2 = f(τ ′2)). Çîêðåìà, ÿêùî âèáðàòèêàëiáðîâêó τ = x0, òîäi

S = −m
x02∫

x01

dx0
√
1− ~v2. (3.2)�iâíÿííÿ Åéëåðà-Ëàãðàíæà äàþòü

0 =
∂L

∂xµ
− d

dt

∂L

∂ẋµ
= − ∂2L

∂ẋµ∂ẋν
ẍν . (3.3)Ìàòðèöÿ äðóãèõ ïîõiäíèõ ïî øâèäêîñòÿõ

∂2L

∂ẋµ∂ẋν
=

∂

∂ẋν

(

−m ẋµ√
ẋ2

)

= − m√
ẋ2

(

gµν −
ẋµẋν
ẋ2

)

. (3.4)Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ẋν ¹ âëàñíèì âåêòîðîì öi¹¨ ìàòðèöi,
∂2L

∂ẋµ∂ẋν
ẋν = 0, (3.5)ç âëàñíèì çíà÷åííÿì íóëü. Òàêèì ÷èíîì ãåñiàí

det
∂2L

∂ẋµ∂ẋν
= 0. (3.6)16



Iíøèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ç íóëüîâèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè íåìà¹, i ðàíã ìàòðèöi
∂2L/∂ẋµ∂ẋν äîðiâíþ¹ 3. Òàêèì ÷èíîì, òiëüêè 3 iç 4-õ ðiâíÿíü Åéëåðà-Ëàãðàíæà ëi-íåéíî íåçàëåæíi. Ïðè ïåðåõîäi äî ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè âèíèêà¹ îäíà â'ÿçü. Äiéñíî,çíàõîäèìî iìïóëüñ

pµ =
∂L

∂ẋµ
= −m ẋµ√

ẋ2
(3.7)i ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

pµp
µ = m2. (3.8)�àìiëüòîíiàí òîòîæíüî äîðiâíþ¹ íóëþ:

H = pµẋµ − L = ẋµ
∂L

∂ẋµ
− L = 0. (3.9)Öå, î÷åâèäíî, ¹ íàñëiäîê îäíîðiäíîñòi ëàãðàíæiàíà L ïî ẋµ. �àìiëüòîíiàíîì áóäå HT =

u(pµp
µ−m2), òîáòî ëiíåéíà êîìáiíàöiÿ â'ÿçåé (ÿêà, î÷åâèäíî, â öüîìó âèïàäêó ¹ â'ÿçüþïåðøîãî ðîäó).�àìiëüòîíîâi ðiâíÿííÿ ðóõó

ġ = {g,HT}.Äóæêè Ïóàñîíà
{xµ, pν} = δνµ, {xµ, xν} = {pµ, pν} = 0,i êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ �àìiëüòîíà
ṗµ = {pµ, H} = {pµ, u(p2 −m2)} = 0,

ẋµ = 2upµ.Ôiçè÷íèìè ñïîñòåðåæóâàíèìè áóäóòü �óíêöi¨ f(xµ, pµ), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
{f, p2 −m2}|p2=m2 = 0 ⇒

⇒ ∂f

∂xµ
{xµ, p2 −m2}+ ∂f

∂pµ
{pµ, p2 −m2}
︸ ︷︷ ︸

=0

= 2pµ
∂f

∂xµ
= v(p2 −m2).Ïðè êâàíòóâàííi ïî Äiðàêó â'ÿçü 1-ãî ðîäó íàêëàäà¹òüñÿ íà ñòàíè â ãiëüáåðòîâîìóïðîñòîði

(p2 −m2)|ψ〉 = 0.17



Çîêðåìà, â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi, äå pµ = −i∂µ, �içè÷íi ñòàíè çàäîâîëüíÿþòüðiâíÿííþ Êëåéíà-�îðäîíà
(�+m2)|ψ〉 = 0.Âiëüíà ðåëÿòèâiñòñüêà ñòðóíà.Äiÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ñòðóíè (äiÿ Íàìáó-�îòî) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

S = − 1

2πα′

τ2∫

τ1

dτ

π∫

0

dσ
√

(ẋx′)2 − ẋ2x′2, ẋµ =
dxµ
dτ

, x′µ =
dxµ
dσ

, (3.10)äå α′ � ïàðàìåòð, ÿêèé ìà¹ ðîçìiðíiñòü çâîðîòíèé äî êâàäðàòó ìàñè (â ñèñòåìi îäèíèöü
~ = c = 1), σ � ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà âçäîâæ ñòðóíè, τ � ïàðàìåòð âëàñíîãî ÷àñó. Äiÿìà¹ ÷èñòî ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ: âîíà ïðîïîðöiéíà ïëîùi ÿêó çàìiòà¹ ñòðóíà ïðè åâîëþöi¨â ïðîñòîði-÷àñi.Ïîêàçàòè, ùî ãåñiàí ∂2L

∂ẋµ∂ẋν
ìà¹ ðàíã 2, òi çíàéòè äâi ïåðâèííi â'ÿçi

Φ1 = Pµx
′µ = 0, Φ2 = P2 +

(x′)2

(2πα′)2
= 0, (3.11)äå

Pµ =
∂L
∂ẋµ

= − (ẋx′)x′µ − ẋµx
′2

√

(ẋx′)2 − ẋ2x′2
· 1

2πα′
L = − 1

2πα′

√

(ẋx′)2 − ẋ2x′2. (3.12)Î÷åâèäíî, H = Pµẋ
µ − L = 0, i â ÿêîñòi ãóñòèíi ãàìiëüòîíiàíà ìè ïîâèííi âçÿòè H =

λ1Φ1 + λ2Φ2.Ïîêàçàòè, ùî âòîðèííèõ â'ÿçåé íåìà¹ i îá÷èñëèòè
{Φ1,Φ2},âèêîðèñòîâóþ÷è îäíî÷àñîâi äóæêè Ïóàñîíà

{xµ(τ, σ),Pν(τ, σ′)} = δνµδ(σ − σ′). (3.13)Äóæêà Ïóàñîíà äâîõ �óíêöiîíàëiâ f i g âiä êîîðäèíàò x(τ, σ) i iìïóëüñiâ P(τ, σ) âèçíà-÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì
{f, g} =

∫

dσ′

{
δf(x(τ, σ),P(τ, σ))

∂xµ(τ, σ′)

δg(x(τ, σ),P(τ, σ))

δPµ(τ, σ′)
−

− δf(x(τ, σ),P(τ, σ))

δPµ(τ, σ′)

δg(x(τ, σ),P(τ, σ))

∂xµ(τ, σ′)

}
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