
1. Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Øâiíãåðà-Äàéñîíà�îçãëÿíåìî äiàãðàìè äëÿ âëàñíî¨ åíåðãi¨ åëåêòðîíà, ÿêi ìîæíà ðîçáèòèíà äâà êëàñè: îäíî÷àñòèíêîâîíåçâiäíi äiàãðàìè (àáî êîìïàêòíi) i çâiäíiäiàãðàìè ç'åäíàíi îäíi¹þ �åðìiîííîþ ëiíi¹þ.Ïîçíà÷èìî −iΣ(p) ñóìó âñiõ êîìïàêòíèõ äiàãðàì (ìàñîâèé îïåðàòîð).Òîäi íåñêií÷åíèé ðÿä âñiõ äiàãðàì ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi áëîêiâ
−iΣ(p) ç'åäíàíèõ îäíi¹þ �åðìiîííîþ ëiíi¹þ

G(p) = S(p) + S(p)(−iΣ)S(p) + S(−iΣ)S(−iΣ)S + . . .

= S(p) [1 + (−iΣ)S + (−iΣ)S(−iΣ)S + . . .]

= S
1

1− (−iΣ)S
=

i

p̂−m0 − Σ(p)
, (1.1)äå S(p) = i/(p̂ − m0) i G(p) ¹ âiëüíèé i òî÷íèé åëåêòðîííi ïðîïàãàòîðè,âiäïîâiäíî.Àíàëîãi÷íî äëÿ �îòîíà, äå äiàãðàìè òàêîæ ìîæíà ðîçáèòè íà êîìïàêòíi(àáî ñèëüíîçâ'ÿçàíi) âëàñíîåíåðãåòè÷íi äiàãðàìè −iΠµν(k) äëÿ �îòîíà, iíåêîìïàêòíi äiàãðàìè, äå áëîêè−iΠµν(k) ç'åäíàíi îäíi¹þ �îòîííîþ ëiíi¹þ.Óâåñü íåñêií÷åíèé ðÿä äiàãðàì äëÿ �îòîííîãî ïðîïàãàòîðà çàïèøåòüñÿ
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µλ(−iΠ

λρ)D0
ρσ(−iΠ

σδ)D0
δν + . . . , (1.2)i îòðèìó¹ìî ðÿâíÿííÿ

Dµν = D0
µν +D0

µλ(−iΠ
λρ)Dρν, (1.3)äå âiëüíèé ïðîïàãàòîð ìà¹ òåíçîðíó ñòðóêòóðó

D0
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1

ik2

(

gµν −
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k2

)

+ ξ
kµkν
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, (1.4)1



à âëàñíà åíåðãiÿ �îòîíà ¹ ïîïåðå÷íèì òåíçîðîì
Πµν(k) = (gµνk

2 − kµkν)Π(k
2). (1.5)Òåíçîðíó ñòðóêòóðó ïîâíîãî �îòîííîãî ïðîïàãàòîðà ìîæíà çàïèñàòè ç äâî-ìà íåâiäîìèìè ñêiëÿðíèìè �óíêöiÿìè d(k2) i dl(k2):

Dµν(k) =
d(k2)

ik2

(

gµν −
kµkν
k2

)

+ dl(k
2)
kµkν
ik4

. (1.6)Ïiäñòàâëÿþ÷è öå ó ðiâíÿííÿ (1.3), ìà¹ìî ðiâíÿííÿ
Dµν(k) =

d(k2)

ik2
Pµν+dl

kµkν
ik4

=
1

ik2
Pµν+ξ

kµkν
ik4

+
1

ik2
(−i)Π(k2)·k2 ·

d(k2)

k2
·Pµν ,(1.7)äå òåíçîð

Pµν(k) = gµν −
kµkν
k2

, (1.8)i ìè ñêîðèñòàëèñÿ âëàñòèâiñòþ ïîïåðå÷íîñòè öüîãî òåíçîðà kµPµν(k) = 0.Ïðèðiâíþþ÷è âèðàçè ïðè íåçàëåæíèõ îðòîãîíàëüíèõ òåíçîðàõ Pµν(k) i
kµkν, çíàõîäèìî, ùî dl(k2) = ξ, à d(k2) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ïðîñòîãî ðiâíÿí-íÿ

d(k2) = 1− Π(k2) · d(k2) ⇒ d(k2) =
1

1 + Π(k2)
. (1.9)ßê áà÷èìî, ïîâçäîâæíà ÷àñòèíà ïðîïàãàòîðà (1.6) íå ìiíÿ¹òüñÿ âíàñëiäîêïîïåðå÷íîñòi òåíçîðà Πµν(k).Ñóìó âñiõ âåðøèííèõ ÷àñòèí ïîçíà÷èìî Γµ(p′, p) (ó âèçíà÷åííÿ íå âêëþ-÷à¹ìî ïðîïàãàòîðè çîâíiøíiõ åëåêòðîííèõ i �îòîííèõ ëiíié, à òàêîæ ìíîæ-íèê (−ie0)).

Γµ(p
′, p) = γµ + Λµ(p

′, p).Âèçíà÷åíî òàêîæ ÿäðî åëåêòðîí-ïîçiòðîííîãî ðîçñiÿííÿ K(p, p′, q)αβ,γδ. Ó2



âèçíà÷åííÿ K íå âêëþ÷åíi äiàãðàìè, ÿêi ìîæíà ðîçáèòè íà äâi, ðîçðiçàþ÷èîäíó �îòîííó ëiíiþ, àáî äâi �åðìiîííi ëiíi¨.
= +

++ + · · ·�èñ. 1. Ïðåäñòàâëåííÿ åëåêòðîí-ïîçiòðîííîãî ÿäðà ó âèãëÿäi ñêåëåòíèõ äiàãðàì ç ïîâíèìèïðîïàãàòîðàìè i âåðøèíàìèþÂèïèøåìî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi çâ'ÿçóþòü âåëè÷èíè Σ, Πµν, ç ïî-âíèìè ïðîïàãàòîðàìè G(p), Dµν, i âåðøèíîþ Γµ.
−iΣ(p) = (−ie0)

2

∫
d4k

(2π)4
Γµ(p, p− k)G(p− k)γνD

µν(k). (1.10)Ç iíøîãî áîêó,
G−1(p) =

p̂−m0 − Σ(p)

i
= S−1(p) + iΣ(p) ⇒

iΣ(p) = G−1(p)− S−1(p). (1.11)Îòðèìó¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ �åðìiîííîãî ïðîïàãàòîðà
G−1(p) = S−1(p)− (−ie0)

2

∫
d4k

(2π)4
Γµ(p, p− k)G(p− k)γνD

µν(k). (1.12)Àíàëîãi÷íî, äëÿ âàêóóìíî¨ ïîëÿðèçàöiõ¨
−iΠµν(k) = (−ie0)

2(−1)

∫
d4p

(2π)4
tr[γµG(p− k)Γν(p− k, p)G(p)], (1.13)äå â ïðàâié ÷àñòèíi âêëþ÷åí ìíîæíèê −1 äëÿ �åðìiîííî¨ ïåòëi ó âiäïîâiä-íîñòi ç ïðàâèëàìè Ôåéìàíà. Äëÿ �îòîííîãî ïðîïàãàòîðà îòðèìà¹ìî iíòå-ãðàëüíå ðiâíÿííÿ

D−1
µν = D−1

0µν + iΠµν(k), (1.14)3



àáî, ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi
D−1
µν (k) = D−1

0µν(k) + (−ie0)
2

∫
d4p

(2π)4
tr[γµG(p− k)Γν(p− k, p)G(p)]. (1.15)�iâíÿííÿ äëÿ âåðøèííî¨ ÷àñòèíè ñõåìàòè÷íî ìîæíà çàïèñàòè ÿê

Γ = γ +

∫

ΓGG ·K, (1.16)àáî ó áiëüø ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi
Γµαβ(p+ q, p) = γµαβ +

∫
d4k

(2π)4
[G(k + q)Γµ(k + q, k)G(k)]β′α′

×Kα′β′,αβ(k, k + q, p+ q).

(1.17)Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ �åðìiîííîãî i �îòîííîãî ïðîïàãàòîðiâ, òà âåð-øèíè çîáðàæåíi íà ðèñ.2.Çàóâàæèìî, ùî öi ðiâíÿííÿ íå óòâîðþþòü çàìêíóòî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíüîñêiëüêè ðiâíÿííÿ äëÿ âåðøèíè ìiñòèòü ÿäðî K äëÿ ÿêîãî òðåáà âèïèñàòèñâî¹ ðiâíÿííÿ. Ôàêòè÷íî, ðiâíÿííÿ Øâiíãåðà-Äàéñîíà óòâîðþþòü íåñêií-÷åííó ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ �óíêöié �ðiíà ç äîâiëüíèì ÷èñëîì�åðìiîííèõ i �îòîííèõ çîâíiøíiõ ëiíié.2. �iâíÿííÿ ØÄ â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi ç �óíêöiîíàëüíîãî iíòåãðàëà�åíåðóþ÷èé �óíêöiîíàë ìà¹ âèãëÿä
Z(J, η, η̄) = N

∫

DAµDψDψ exp

{

i

∫

d4x

[

−
1

4
FµνF

µν +

+ψ̄(iD̂ −m)ψ −
1

2ξ
(∂µA

µ)2 + JµAµ + η̄ψ(x) + ψ̄(x)η

]}

, (2.1)4



�èñ. 2. �iâíÿííÿ Øâiíãåðà-Äàéñîíà (ØÄ) â ÊÅÄ. Ïîâíi ïðîïàãàòîðè ïîçíà÷åíi æèðíîþ êðàï-êîþ, ïîâíà âåðøèíà � ñâiòëèì êðóæå÷êîì, à ÿäðî K � ñiðèì êðóæå÷êîì.äå Dµ = ∂µ + ie0Aµ êîâàðiàíòíà ïîõiäíà, à J, η, η̄ � äæåðåëà äëÿ ïîëiâ
Aµ(x), ψ̄(x), ψ(x), âiäïîâiäíî. Äëÿ ñóêóïíîñòi ïîëiâ i äæåðåë

Φl = {A, ψ, ψ̄}, Jl = {J, η, η̄},çàïèøåìî ãåíåðóþ÷èé �óíêöiîíàë ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi
Z[J ] = N

∫

DΦl e
iS(Φl,Jl).�îçãëÿíåìî iíòåãðàë

∫

DΦl
δ

δΦl(x)
eiS(Φl,Jl) = 0, (2.2)ÿêèé äîðiâíþ¹ íóëþ â ñèëó òðàíñëÿöiéíî¨ iíâàðiàíòíîñòi �óíêöiîíàëüíîãîiíòåãðàëó. Íàïðèêëàä, äëÿ δ/δAµ(x) öå áóäå ðiâíiñòü

i

∫

DAµDψDψ̄

{[

gµν�x −

(

1−
1

ξ

)

∂xµ∂
x
ν

]

Aν(x)− e0ψ̄γµψ(x) + Jµ(x)

}

eiS = 0.5



Çàìiíÿÿ ïîëÿ â äóæöi {. . .} �óíêöiîíàëüíèìè ïîõiäíèìè ïî âiäïîâiäíèìäæåðåëàì, íàïðèêëàä,
Aµ(x) eiS(Aµ,ψ̄,ψ) =

δ

iδJµ(x)
eiS(Aµ,ψ̄,ψ), (2.3)îòðèìó¹ìî �óíêöiîíàëüíî-äè�iðåíöiéíå ðiâíÿííÿ íà ãåíåðóþ÷èé �óíêöiî-íàë Z[J ]:

{[

gµν�−

(

1−
1

ξ

)

∂µ∂ν
]x

δ

iδJν(x)
− e0γ

µ
βα

δ

iδη̄α(x)

δ

iδηβ(x)
+ Jµ(x)

}

Z[J ] = 0.(2.4)Íàãàäà¹ìî, ùî ïðè äè�åðåíöiþâàííi ïî ãðàñìàíîâèì çìiííèì òðåáà âðà-õîâóâàòè àíòiêîìóòàòiâíiñòü öèõ çìiííèõ òà ïîõiäíèõ ïî íèì.Àíàëîãi÷íî, ó âèïàäêó �åðìiîííèõ çìiííèõ
0 =

∫

DAµDψDψ̄
δeiS

iδψ̄α(x)
=

∫

DAµDψDψ̄
[

(iD̂ −m)xαβψβ(x) + ηα(x)
]

eiS,(2.5)
0 =

∫

DAµDψDψ̄
δeiS

iδψα(x)
= −

∫

DAµDψDψ̄
[

(iD̂ −m)xαβψ̄β(x) + η̄α(x)
]

eiS,(2.6)ìè çàìiíþ¹ìî ïîëi íà âàðiàöiéíi ïîõiäíi
ψα(x) ⇒

δ

iδη̄α(x)
. ψ̄α(x) ⇒ −

δ

iδηα(x)
. (2.7)ùî äà¹ íàñòóïíi �óíêöiîíàëüíî-äè�iðåíöiéíi ðiâíÿííÿ

{

(i∂̂ −m)xαβ
δ

iδη̄β(x)
− e0γ

µ
αβ

δ

iδJµ(x)

δ

iδη̄β(x)
+ ηα(x)

}

Z[J ] = 0, (2.8)
{

(i∂̂ −m)xαβ
δ

iδηβ(x)
+ e0γ

µ
αβ

δ

iδJµ(x)

δ

iδηβ(x)
+ η̄α(x)

}

Z[J ] = 0. (2.9)Îòðèìàíi �óíêöiîíàëüíî-äè�åðåíöiéíi ðiâíÿííÿ äëÿ ãåíåðóþ÷îãî �óíê-öiîíàëó Z[J ] ìîæíà çàïèñàòè ÿê íåñêií÷åííèé çàöåïëÿþ÷èé ëàíöþæîê ií-òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ �óíêöié �ðiíà. Ïðîäåìîíñòðèðó¹ìî öå íà ïðèêëà-äi âèâåäåííÿ ðiâíÿííÿ ØÄ äëÿ �îòîííîãî ïðîïàãàòîðà. Ïðîäè�åðåíöó¹ìî6



ðiâíÿííÿ (2.4) ïî δ/iδJλ(y) i ïîêëàäåìî âñi äæåðåëà J, η, η̄ = 0. Îòðèìó¹ìîðiâíÿííÿ, ÿêå ïîâ'ÿçó¹ äâi êîðåëÿöiéíi �óíêöi¨
[

gµν�x −

(

1−
1

ξ

)

∂µx∂
ν
x

]

〈0|TAν(x)Aλ(y)|0〉+
1

i
δµλδ(x− y)

+e0γ
µ
βα〈0|Tψα(x)ψ̄β(x)Aλ(y)|0〉 = 0. (2.10)Òóò ìè âèêîðèñòàëè, ùî

δ2Z

iδJν(x)iδJλ(y)

∣
∣
∣
J,η,η̄=0

= 〈0|TAν(x)Aλ(y)|0〉, (2.11)
δ3Z

iδJλ(y)iδη̄α(x)iδηβ(x)
= 〈0|Tψα(x)ψ̄β(x)Aλ(y)|0〉. (2.12)Âèçíà÷èìî àìïóòîâàíó 3-õ òî÷êîâó �óíêöiþ Γνγδ(xz|y) íàñòóïíèì ÷èíîì

〈0|Tψα(x)ψ̄β(z)Aµ(y)|0〉 =− ie0

∫

d4x′d4z′d4y′Gαγ(x− x′)Γνγδ(x
′z′|y′)

×Gδβ(z
′ − z)Dνµ(y

′ − y). (2.13)Âíàñëiäîê òðàíñëÿöiéíî¨ iíâàðiàíòíîñòi âåëè÷èíà Γνγδ(xz|y) çàëåæèòü âiääâîõ ðiçíèöü êîîðäèíàò. Çäiéñíþþ÷è Ôóð'¹ ïåðåòâîðåííÿ äëÿ âåëè÷èí G,
D, Γ, îäåðæèìî
〈0|Tψα(x)ψ̄β(z)Aµ(y)|0〉 = −ie0

∫
d4p d4q

(2π)8
e−ip(x−z)−iq(x−y)Gαγ(p)Γ

ν
γδ(p, p+ q)

× Gδβ(p+ q)Dνµ(q). (2.14)Òîäi, ïðèðiâíþþ÷è x = z, i âèêîðèñòîâóþ÷è Ôóð'¹-ïåðåòâîðåííÿ ïî x− y,ðiâíÿííÿ (2.10) ñòà¹
−

[

gµνk2 −

(

1−
1

ξ

)

kµkν
]

Dνλ(k)− ie20γ
µ
βα

∫
d4p

(2π)4
Gαγ(p)Γ

ν
γδ(p, p+ k)

×Gδβ(p+ k)Dνλ(k) +
δµλ
i
= 0, (2.15)7



àáî, ìíîæà÷è íà îáåðíåíó ìàòðèöþ (D−1)λν ,
(D−1)µν(k) = (D−1

0 )µν(k) + (−ie0)
2

∫
d4p

(2π)4
tr[G(p)Γν(p, p+ k)G(p+ k)γµ],(2.16)äå ìàòðèöÿ

(D−1
0 )µν(k) = i

[

gµνk2 −

(

1−
1

ξ

)

kµkν
]

,¹ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi
D0µν(k) =

1

ik2

[

gµν − (1− ξ)
kµkν
k2

]

.�iâíÿííÿ (2.16) ñïiâïàäà¹ ç ðàíiøå îäåðæàíèì ðiâíÿííÿì (1.15).�iâíÿííÿ ØÄ äëÿ �åðìiîííîãî ïðîïàãàòîðà (1.12) âèïëèâà¹ iç ðiâíÿí-íÿ (2.8) ïiñëÿ äè�åðåíöóâàííÿ ïî ηγ(y) i ïîêëàäàþ÷è âñi äæåðåëà ðiâíèìèíóëþ (àáî iç ðiâíÿííÿ (2.9) äè�åðåíöóâàííÿì ïî η̄γ(y)).Àíàëîãi÷íî, ðiâíÿííÿ äëÿ âåðøèííî¨ �óíêöi¨ (1.17) îòðèìó¹òüñÿ ç ðiâ-íÿííÿ (2.4) äè�åðåíöóâàííÿì ïî η i η̄, ïîêëàäàþ÷è J = η = η̄ = 0, âèêî-íóþ÷è àìïóòóâàííÿ i ïåðåõîäÿ÷è â iìïóëüñíèé ïðîñòið.3. Âåêòîðíi òîòîæíîñòi Óîðäà-ÒàêàõàøiÂ �óíêöiîíàëüíîìó iíòåãðàëi çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ, ÿêi âiäïîâiäàþòüëîêàëüíîìó êàëiáðóâàëüíîìó ïåðåòâîðåííþ
ψ(x) → e−ieα(x)ψ(x), ψ̄(x) → eieα(x)ψ̄(x), Aµ(x) → Aµ(x)+∂µα(x). (3.1)Äîäàíêè â ëàãðàíæiàíi, ÿêi çìiíþþòüñÿ ïðè êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåí-íÿõ, ìàþòü âèãëÿä

−
1

2ξ
(∂µA

µ +�α)2 + Jµ(Aµ + ∂µα) + η̄e−ieαψ + ψ̄eieαη

∼ −
1

ξ
∂µA

µ
�α− α∂µJ

µ − ieαη̄ψ + ieαψ̄η, (3.2)8



äå â îñòàííüîìó âèðàçi ìè çáåðåãëè ëiíiéíi, ií�iíiòåçiìàëüíî ìàëi ÷ëåíè.Òàêèì ÷èíîì, â ïåðøîìó ïîðÿäêó ïî α ìà¹ìî
∫

DAµDψDψ̄

[
1

ξ
�∂µA

µ(x) + ∂µJ
µ(x) + ieη̄ψ(x)− ieψ̄η(x)

]

eiS(J,η̄,η) = 0.(3.3)Çàìiíÿÿ ïîëÿ íà �óíêöiîíàëüíi ïîõiäíi, îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü, ÿêà ¹ íà-ñëiäêîì êàëiáðóâàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi òåîði¨,
[
1

ξ
�
x∂xµ

δ

iδJµ(x)
+ ∂xµJ

µ(x) + ieη̄α(x)
δ

iδη̄α(x)
− ieηα(x)

δ

iδηα(x)

]

Z[J ] = 0.(3.4)Ç öi¹¨ �óíêöiîíàëüíî¨ òîòîæíîñòi ìîæíî îòðèìàòè áåçëi÷ òîòîæíîñòåé äëÿêîðåëÿöiéíèõ �óíêöié, ÿêi ìiñòÿòü çîâíiøíi �îòîííi ëiíi¨.Íàïðèêëàä, ïðîäè�åðåíöþ¹ìî (3.4) ïî Jν(y) i ïîêëàäåìî J = η = η̄ = 0,îòðèìó¹ìî
1

ξ
�
x∂xµ〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉+

1

i
∂xν δ(x− y) = 0. (3.5)Â iìïóëüñíîì ïðîñòîði öå åêâiâàëåíòíî

kµDµν(k) = ξ
kν
ik2

. (3.6)Çàãàëüíà ñòðóêòóðà �îòîííîãî ïðîïàãàòîðà
Dµν(k) =

d(k2)

ik2

(

gµν −
kµkν
k2

)

+ dl(k
2)
kµkν
ik4

. (3.7)ìiñòèòü äâi íåâiäîìi �óíêöi¨ d(k2) i dl(k2). Òîòîæíiñòü îçíà÷à¹, ùî îäíà çíèõ çà�iêñîâàíà
dl(k

2) = ξ.Òàê ÿê ç (3.6) äëÿ îáåðíåíîãî ïðîïàãàòîðà î÷åâèäíî
kνD−1

νµ (k) =
ik2kµ
ξ

,9



i äëÿ âiëüíîãî ïðîïàãàòîðà ìà¹ìî àíàëîãi÷íó ðiâíiñòü
kνD−1

0νµ(k) =
ik2kµ
ξ

,òî ç ðiâíÿííÿ ØÄ
D−1
µν = D−1

0µν + iΠµνîòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü äëÿ ïîëÿðèçàöiéíîãî îïåðàòîðà
kµΠµν(k) = 0. (3.8)Òåïåð ïðîäè�åðåíöþ¹ìî òîòîæíiñòü (3.4) ïî δ

iδηβ(y)
, δ
iδη̄γ(z)

ïðè J = η = η̄ =

0:
1

ξ
�
x∂xµ〈0|TAµ(x)ψγ(z)ψ̄β(y)|0〉+ e〈0|Tψγ(z)ψ̄β(y)|0〉δ(x− z)

−e〈0|Tψγ(z)ψ̄β(z)|0〉δ(x− y) = 0. (3.9)Çíîâ ââîäÿ÷è àìïóòîâàíó âåðøèííó �óíêöiþ, i âèêîíóþ÷è ïåðåòâîðåííÿÔóð'¹, îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü Óîðäà-Òàêàõàøi
(−i)kµΓµ(p, p+ k) = G−1(p+ k)−G−1(p). (3.10)Äè�åðåíöþþ÷è öþ òîòîæíiñòü çà �îòîííèì iìïóëüñîì kµ ïðè kµ = 0, iïðèéìàþ÷è äî óâàãè çâ'ÿçîê ïîâíîãî �åðìiîííîãî ïðîïàãàòîðà ç âëàñíîþåíåðãi¹þ, îäåðæèìî, ùî ïîâíà âåðøèíà ïðè íóëüîâîìó �îòîííîìó iìïóëüñiçàäîâîëüíÿ¹

Γµ(p, p) = γµ −
∂Σ(p)

∂pµ
. (3.11)Öå òàê çâàíà äè�åðåíöiéíà òîòîæíiñòü Óîðäà.10



4. Àêñiàëüíà òîòîæíiñòü Óîðäà-Òàêàõàøi�îçãëÿíåìî �óíêöiîíàëüíèé iíòåãðàë äëÿ äëÿ ïîâíîãî �åðìiîííîãî ïðî-ïàãàòîðà â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi
G(x1 − x2) = N

∫

DAµDψDψ̄ ψ(x1)ψ̄(x2)e
iS(Aµ,ψ̄,ψ) (4.1)ç äi¹þ

S(Aµ, ψ̄, ψ) =

∫

d4x

[

−
1

4
FµνF

µν + ψ̄(iD̂ −m)ψ −
1

2ξ
(∂µA

µ)2
]

,äå íîðìiðîâî÷íèé ìíîæíèê
N−1 =

∫

DAµDψDψ̄eiS(Aµ,ψ̄,ψ).Çðîáèìî íàñòóïíó çàìiíó çìiííèõ â ÷èñåëüíèêó �óíêöiîíàëüíîãî iíòåãðàëà
ψ(x) → eiθ(x)γ5ψ, ψ̄(x) → ψ̄eiθ(x)γ5, (4.2)àáî â ií�iíiòåçiìàëüíié �îðìi

ψ(x) ≃ (1 + iθ(x)γ5)ψ, ψ̄(x) → ψ̄(1 + iθ(x)γ5). (4.3)Ôåðìiîííà ÷àñòèíà ëàãðàíæiàíó ïðè öüîìó çìiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì(ç òî÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ ëiíiéíèõ ïî θ)
ψ̄eiθγ5(iγµ∂µ − eγµAµ −m)eiθ(x)γ5ψ ≃ iγµ∂µ − eγµAµ −m

−ψ̄γµγ5ψ∂µθ − 2iθ(x)mψ̄γ5ψ, (4.4)Îñêiëüêè ïî÷àòêîâèé iíòåãðàë íå çàëåæàâ âiä θ, î÷åâèäíî âàðiàöiÿ ïî θïîâèííà äîðiâíþâàòè íóëþ
∫

DAµDψDψ̄ δθ(e
iSψ(x1)ψ̄(x2))

≃

∫

DAµDψDψ̄ eiS
∫

d4x
{
[−i∂µθ(x)ψ̄γ

µγ5ψ + 2θ(x)mψ̄γ5ψ(x)]ψ(x1)ψ̄(x2)

+ iθ(x1)γ5ψ(x1)ψ̄(x2) + iθ(x2)ψ(x1)ψ̄(x2)γ5
}
= 0. (4.5)11



Çâiäñè, äëÿ êîðåëÿöiéíèõ �óíêöié ìà¹ìî òîòîæíiñòü
i∂µ〈0|T ψ̄γ

µγ5ψ(x)ψ(x1)ψ(x2)|0〉 = −2m〈0|T ψ̄γ5ψ(x)ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉

−iδ(x− x1)γ5〈0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0〉 − iδ(x− x2)〈0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0〉γ5. (4.6)Âèçíà÷èìî àìïóòîâàíi âåðøèíè Γµ5 i Γ5 àíàëîãi÷íî òîìó ÿê öå çðîáëåíî âðiâíÿííÿõ (2.13) i (2.14),
〈0|T ψ̄(−iγµγ5)ψ(x)ψ(x1)ψ(x2)|0〉 =

∫
d4p d4k

(2π)8
e−ip(x−x1)+ik(x−x2)

× G(p)Γµ5(p, k)G(k), (4.7)
〈0|T ψ̄(−iγ5)ψ(x)ψ(x1)ψ(x2)|0〉 =

∫
d4p d4k

(2π)8
e−ip(x−x1)+ik(x−x2)

× G(p)Γ5(p, k)G(k). (4.8)Îòðèìó¹ìî àêñiàëüíî-âåêòîðíó òîòîæíiñòü Óîðäà-Òàêàõàøi, ÿêà ïîâ'ÿçó¹âåðøèíè Γµ5, Γ5 i �åðìiîííèé ïðîïàãàòîð G:
(k − p)µΓµ5(p, k) = γ5G

−1(p) +G−1(k)γ5 + 2m0Γ5(p, k). (4.9)Ó âèïàäêó áåçìàñîâèõ �åðìiîíiâ (m0 = 0) i âðàõîâóþ÷è ìàòðè÷íó ñòðóê-òóðó ïîâíîãî ïðîïàãàòîðà,
G−1(p) = −i[p̂A(p2)− B(p2)], (4.10)òîòîæíiñòü (4.9) ïðèéìà¹ âèãëÿä

(k − p)µΓµ5(p, k) = −i
{

γ5[p̂A(p
2)−B(p2)] + [k̂A(k2)−B(k2)]γ5

}

. (4.11)Â ãðàíèöi êîëè k → p

lim
k→p

(k − p)µΓµ5(p, k) = 2iγ5B(p2). (4.12)12



Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âåðøèíà Γµ5(p, k) ïîâèííà ìàòè ïîëþñ ïðè (k−p)2 = 0:
Γµ5(p, k) ≈ 2iγ5B(p2)

(k − p)µ
(k − p)2

, k → p. (4.13)Ëåãêî ïåðåâiðèòè òîòîæíiñòü äëÿ âiëüíèõ âåðøèí i ïðîïàãàòîðîâ, ÿêi ìà-þòü âèãëÿä
Γµ5 = −iγµγ5, G−1(p) =

p̂−m0

i
, Γ5 = −iγ5,Î÷åâèäíî, òîòîæíiñòü çàäîâîëíÿ¹òüñÿ

(k − p)µ(−iγµγ5) = γ5
p̂−m0

i
+
k̂ −m0

i
γ5 − 2im0γ5.5. Àíîìàëüíà êiðàëüíà òîòîæíiñòü Óîðäà-ÒàêàõàøiÏðè âèâåäåííi êiðàëüíî¨ òîòîæíîñòi Óîðäà-Òàêàõàøi ìè ââàæàëè ií-âàðiàíòíîþ ìiðó iíòåãðóâàííÿ ïðè çàìiíi (4.2), îäíàê öå íå òàê. ßïîíñüêèé�içèê Ê. Ôóäæèêàâà ïåðøèé ïîêàçàâ, ùî �åðìiîííà ìiðà íå ¹ iíâàðiàíòíîþâiäíîñíî çàìiíè �åðìiîííèõ çìiííèõ, ÿêi ìàþòü âèãëÿä êiðàëüíèõ ïåðåòâî-ðåíü, òîáòî çàìiíè

ψ(x) → eiα(x)γ5ψ, ψ̄(x) → ψ̄eiα(x)γ5, (5.1)äå α(x) = αa(x)T a ó âèïàäêó íåàáåëüîâèõ ñèìåòðié ç ãåíåðàòîðàìè T a. Äî-ñòàòüíî ðîçãëÿíóòè òiëüêè iíòåãðóâàííÿ ïî �åðìiîíàì â �óíêöiîíàëüíîìóiíòåãðàëi
Z = N

∫

DψDψ̄ exp

[

i

∫

d4x ψ̄iD̂ψ

]

. (5.2)�îçêëàäåìî ïîëi ψ ïî áàçèñó âëàñíèõ �óíêöié åðìiòîâà îïåðàòîðà iD̂,
iD̂Φm = λmΦm, Φ̄miD̂ = −iDµΦmγ

µ = λmΦ̄m. (5.3)13



Âëàñíi öüîãî îïåðàòîðà ¹ äiéñíèìè i ó âiäñóòíîñòi êàëiáðóâàëüíîãî ïîëÿ(Aµ = 0) çàäîâîëüíÿþòü óìîâi
λ2m = k2 = k20 −

~k2. (5.4)Äëÿ �iêñîâàíîãî Aµ öi çíà÷åííÿ ¹ òàêîæ àñèìïòîòè÷íîþ �îðìîþ âëàñíèõçíà÷åíü λm ïðè âåëèêèõ k. Îðòîíîðìîâàíi âëàñíi �óíêöi¨ åðìiòîâà îïåðà-òîðà iD̂ óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó, òîáòî çàäîâîëüíÿþòü
∫

d4x Φ̄n(x)Φm(x) = δnm, (5.5)
∑

n

Φnα(x)Φ̄nβ(y) = δαβδ(x− y), (5.6)äå n i m óçàãàëüíþþòü ñóêóïíiñòü óñiõ êâàíòîâèõ ÷èñåë, ÿêi âêëþ÷àþòü ÿêäèñêðåòíi, òàê i íåïåðåðâíi ÷èñëà; α, β ¹ ñïiíîðíèìè iíäåêñàìè. �îçêëàäåìîïîëÿ ïî ïîâíié ñèñòåìi �óíêöié Φ̄n(x) (óçàãàëüíåíèé ðÿä Ôóð'¹):
ψ(x) =

∑

m

amΦm(x), ψ̄(x) =
∑

m

āmΦ̄m, (5.7)äå êîå�iöiåíòè an, ām ¹ ãðàñìàíîâèìè çìiííèìè, òàê ñàìî ÿê i ïîëÿ ψ, ψ̄.Âèêîðèñòîâóþ÷è îðòîíîðìîâàíiñòü Φ̄n(x), çíàõîäèìî
an =

∫

d4x Φ̄n(x)ψ(x), ān =

∫

d4xΦn(x)ψ̄(x). (5.8)Ôåðìiîííó ìiðó ìîæíà çàïèñàòè ÿê
DψDψ̄ =

∏

m

dam dām. (5.9)Ïðè âèâîäi òîòîæíîñíi äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ií�iíiòåçiìàëüíó çàìiíó. ßê-ùî ψ′(x) = (1 + iα(x)γ5)ψ(x), äå ó âèïàäêó íåàáåëåâèõ ñèìåòðié α(x) =

T aαa(x), òî êîå�iöè¹íòè ðîçêëàäó çâ'ÿçàíi íàñòóïíèì ií�iíiòåçiìàëüíèìëiíiéíûì ïåðåòâîðåííÿì
a′m =

∑

n

∫

d4x Φ̄m(1 + iα(x)γ5)Φnan =
∑

n

(δmn + Cmn)an. (5.10)14



Òîäi �åðìiîííà ìiðà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïðè êiðàëüíî¨ çàìiíi çìiííèõ ÿê
Dψ′Dψ̄′ = J−2DψDψ̄, Cmn =

∫

d4x Φ̄miα(x)γ5Φn(x),äå J � äåòåðìíàíò ÿêîáiàíà ïåðåòâîðåííÿ 1 + C. Äëÿ ií�iíiòåçiìàëüíèõïàðàìåòðiâ α(x) ìîæíà çàïèñàòè
J = det(1 + C) = etr ln(1+C) = e

∑

n Cnn,àáî
lnJ = i

∫

d4xαa(x)
∑

n

Φ̄n(x)γ5T
aΦn(x). (5.11)Ôîðìàëüíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîâíîòó �óíêöié Φn(x), ìà¹ìî

∑

n

Φ̄n(x)γ5T
aΦn(x) = tr(γ5T

a)
︸ ︷︷ ︸

=0

δ(x− x)
︸ ︷︷ ︸

=∞

. (5.12)òîáòî âèíèêà¹ íåâèçíà÷åíiñòü òèïó 0 × ∞. Ñóìó â îñòàííüîìó âèðàçi ïî-òðiáíî ïîïåðåäíüî ðåãóëÿðèçîâàòè êàëiáðóâàëüíî-iíâàðiàíòíèì ÷èíîì
∑

n

Φ̄n(x)γ5T
aΦn(x) = lim

M→∞

∑

n

Φ̄n(x)γ5T
aΦn(x)e

λ2n/M
2

. (5.13)(Ïiñëÿ âiêîâñüêîãî ïîâîðîòà çíàê λ2n áóäå âiä'¹ìíèì). Áåðó÷è äî óâàãè,ùî λ2n ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà (iD̂)2, çàïèøåìî, âèêîðèñòîâóþ÷èïîâíîòó Φn:
∑

n

Φ̄n(x)γ5T
aΦn(x) = lim

M→∞

∑

n

Φ̄n(x)γ5T
ae(iD̂)2/M2

Φn(x)

= lim
M→∞

tr
[

γ5T
ae(iD̂)2/M2

]

δ(x− y)
∣
∣
∣
x=y

. (5.14)Âèêîðèñòîâóþ÷è ûíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ äåëüòà-�óíêi¨ äiþ íà íå¨íàøîãî îïåðàòîðà ïðåäñòàâèìî
e(iD̂)2/M2

δ(x− y)
∣
∣
∣
x=y

=

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)e

k2

M2
+2ik·D

M2
− D̂2

M2

∣
∣
∣
x=y

= M4

∫
d4k

(2π)4
ek

2

e2i
kD
M

− D̂2

M2 . (5.15)15



Â ãðàíèöi M → ∞ âíåñîê äàäóòü òiëüêè òi äîäàíêè ðîçêëàäó åêñïîíåíòè,ÿêi ìiñòÿòü íå ìåíø 4-õ ãàìà-ìàòðèöü, òîìó
lim
M→∞

tr
[

γ5T
ae(iD̂)2/M2

]

δ(x− y)
∣
∣
∣
x=y

= tr

[

γ5T
a ·

1

2
D̂4

] ∫
d4k

(2π)4
ek

2

. (5.16)Ïiñëÿ âiêîâñüêîãî ïîâîðîòó k0 = ik4
∫

d4k

(2π)4
ek

2

= i

∫

E

d4k

(2π)4
e−k

2

=
i

(2π)4
π2 =

i

16π2
.Äëÿ îá÷èñëåííÿ ñëåäà âðàõó¹ìî, ùî

Dµ = ∂µ + igT aAa
µ, Fµν = F a

µνT
a,

(iD̂)2 = −D2
µ −

g

2
σµνF

µν , σµν =
i[γµ, γν]

2
,òîáòî iç D̂4 âíåñîê äà¹ òiëüêè

tr

[

γ5T
a ·

1

2

(g

2
σµνF

µν
)2
]

·
i

16π2
=

ig2

4 · 32π2
tr(T aT bT c) tr(γ5σµνσλρ)F

bµνF cλρ

= −
g2

32π2
tr(T aT bT c)εµνλρF

µνF λρ. (5.17)Ïðè îáðàõóâàííi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìè âèêîðèñòàëè íàñòóïíèé ñëiä ãàìà-ìàòðèöü
tr(γ5σµνσλρ) = 4iεµνλρ, γ5 = iγ0γ1γ2γ3.Â ðåçóëüòàòi

J = exp

[

−
ig2

32π2

∫

d4xαa(x) tr(T aT bT c)εµνλρF
µνF λρ

]

,i ãåíåðóþ÷èé �óíêöiîíàë ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ i âðàõîâóþ÷è âàðiàöiþ äi¨,ïðèéìà¹ âèãëÿä
Z = N

∫

DψDψ̄ exp

{

i

∫

d4x

[

ψ̄iD̂ψ + αa∂µj
aµ
5 +

g2

16π2

∫

d4xαa(x) tr(T aT bT c)

× εµνλρF
bµνF cλρ

]}

. (5.18)16



Îñêiëüêè öå ëèøå çàìiíà çìiííèõ, òî âîíà íå ìiíÿ¹ çíà÷åííÿ iíòåãðàëà ïðèáóäü-ÿêié α, òîäi, ðîçêëàäàþ÷è ïî ií�iíiòåçiìàëüíèì α(x) i ïðèðiâíþþ-÷è íóë¹âi âèðàç ïðè äîâiëüíîìó α(x), çíàõîäèìî äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿäèâåðãåíöi¨ ñòðóìó
〈∂µj

aµ
5 〉 = −

g2

16π2
tr(T aT bT c)εµνλρF

bµνF cλρ = −
g2

32π2
tr(T a{T b, T c})εµνλρF

bµνF cλρ,(5.19)äå êiðàëüíèé ñòðóì âèçíà÷åíèé ÿê
jaµ5 = ψ̄γµγ5T

aψ.Äëÿ äiéñíèõ ïðåäñòàâëåíü ñòâåðäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü T Ta = −Ta, äëÿ íèõ êî-å�iöiåíòè dabc ùåçàþòü
dabc = tr(Ta{Tb, Tc}) = tr(T Ta {T

T
b , T

T
c }) = −dabc = 0,òîáòî àíîìàëüíà ïðàâà ÷àñòèíà çíèêà¹, i êiðàëüíèé òîê çáåðiãà¹òüñÿ.ßêùî ðîáèòè êiðàëüíó çàìiíó â (5.1) ç îäèíè÷íîþ ìàòðèö¹þ çàìiñòüìàòðèöü T a ()àáåëüîâi êiðàëüíi çàìiíè äëÿ �åðìiîíiâ), òî êiðàëüíèé ñòðóìáóäå jµ5(x) = ψ̄γµγ5ψ. Ïîçíà÷àþ÷è âåëè÷èíó

A(x) =
1

16π2
εµνλρ tr(F

µνF λρ) =
1

8π2
tr(F µνF ∗

µν),ÿêà íàçûâà¹òüñÿ ãóñòèíîþ ×åðíà-Ïîíòðÿãiíà, äëÿ ñèíãëåòíîãî ñòðóìó ìà¹-ìî àíîìàëüíó äèâåðãåíöiþ
〈∂µjµ5(x)〉 = −g2A(x). (5.20)Ìè âæå ïîêàçóâàëè, ùî

εµνλρ tr(F
µνF λρ) = 8∂λK

λ,17



Kλ =
1

2
ελµνρ tr(Aµ∂νAρ +

2i

3
AµAνAλ).Òîìó ìîæíà áóëî á ââåñòè íîâèé çáåðiãàþ÷èé ñòðóì

Jµ5 = ψ̄γµγ5ψ +
g2

2π2
Kµ,àëå âií íå êàëiáðóâàëüíî iíâàðiàíòåí. Àíîìàëiÿ â äèâåðãåíöi¨ êiðàëüíîãîñòðóìà ïðèâîäèòü äî íåçáåðåæåííÿ êiðàëüíîãî çàðÿäó. Äiéñíî, iíòåãðóþ÷èâèðàç (5.20) ïî òðèâèìiðíîìó îá'¹ìó, îòðèìó¹ìî çìiíó çàðÿäó äëÿ òîïîëî-ãi÷íî íåòðiâiàëüíèõ êîí�iãóðàöié êàëiáðóâàëüíîãî ïîëÿ

△Q =

∞∫

−∞

dt(∂0Q) = −g2
∫

d4xA(x) = n.Â ÊÅÄ ïðîñòî ìà¹ìî äëÿ äèâåðãåíöi¨ êiðàëüíîãî ñòðóìó
〈∂µj

µ
5 〉 = −

e2

16π2
εµνλρFµνFλρ.Â ðîçìiðíîñòi d = 2n

〈∂µj
µ
5 〉 = (−1)n+1 2en

n!(4π)n
εµ1...µ2nFµ1µ2

. . . Fµ2n−1
Fµ2n

.

n = 1, d = 2

〈∂µj
µ
5 〉 =

e

2π
εµνFµν .Â çàãàëüíîìó âèïàäêó

jµ5 = ψ̄γµγ5Tψ,

〈∂µj
µ
5 〉 = −

g2

16π2
tr(TT aT b)εµνλρF

aµνF bλρ.Íàïðèêëàä, ïðè êiðàëüíèõ ïåðåòâîðåííÿõ u i d êâàðêè ïåðåòâîðþþòüñÿ
u→ eiαγ5u, d→ e−iαγ5d, ψ =

(
u

d

)18



jµ5 = ψ̄γµγ5τ3ψ = ūγµγ5u− d̄γµγ5d,

T = τ3.Àíîìàëiÿ ñêîðî÷þ¹òüñÿ. Öå áóäå ñïðàâåäëèâî i äëÿ êiðàëüíîãî ñòðóìó,ÿêèé âiäïîâiäà¹ ãðóïi SU(N)

jiµ5 = ψ̄γµγ5t
iψ, ψ → eiα

itiγ5ψ.Òàêèì ÷èíîì, ãëþîííi äîäàíêè â êiðàëüíîìó ñòðóìi äëÿ ãðóïè SU(N) âiä-ñóòíi.Ç iíøîãî áîêó, ïðè íàÿâíîñòi åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ öi ñòðóìó ìàþòüàíîìàëiþ, íàïðèêëàä (Dµ = ∂µ + iqAµ, q � çàðÿäîâà ìàòðèöÿ êâàðêiâ)
A(x) = −

1

16π2
εµνλρF

µνF λρ tr{q2τ3},

tr{q2τ3} = Nc

(
2e

3

)2

· (+1) +Nc

(

−
e

3

)2

· (−1) =
Nce

2

3
,

A(x) = −
Nce

2

48π2
εµνλρF

µνF λρ.Öÿ àíîìàëiÿ (Àäëåðà-Áåëëà-Äæåêiâà) ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ó ðîçïàäi π0 → 2γ.Ñïiââiäíîøåííÿ
∂µj

µ
5 = −

e2

16π2
εµνλρFµνFλρíàñïðàâäi ¹ îïåðàòîðíîþ òîòîæíiñòþ ñïðàâåäëèâîþ ó âñiõ ïîðÿäêàõ òåîði¨çáóðåíü (òîáòî ðàäèàöiéíi ïîïðàâêè äî íå¨ âèùèõ ïîðÿäêiâ äîðiâíþþòüíóëþ).Öå òåîðåìà Àäëåðà-Áàðäiíà.Iíñòàíòîííi ðîçâ'ÿçêè ïðèçâîäÿòü äî ãëîáàëüíîãî íåçáåðåæåííÿ êiðàëü-íîãî çàðÿäó Q5. 19


