
1. Îäíîïåòëüîâà ïåðåíîðìiðîâêà â ÊÅÄ (ïåðåíîðìiðîâêà ìàñè, çàðÿäó i

õâèëüîâèõ ôóíêöié), êîíòð-÷ëåííèé ïiäõiä

Äëÿ Ôóð'¹ ïåðåòâîðåííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà G(x−y) = 〈0|Tψ(x)ψ̄(y)|0〉 íåñêií÷åííèé ðÿä

ôåéìàíiâñüêèõ äiàãðàì ìîæå áóòè çàïèñàíèé ÷åðåç âëàñíó åíåðãiþ Σ(p) (äèâ. ðèñ.1):

G(p) =
i

p̂−m +
i

p̂−m(−iΣ(p))
i

p̂−m + . . .]

=
i

p̂−m

(
1 + Σ(p)

1

p̂−m + Σ(p)
1

p̂−mΣ(p)
1

p̂−m + . . .

)
=

i

p̂−m
1

1− Σ(p) 1
p̂−m

= i(p̂−m)−1
[
1− Σ(p)(p̂−m)−1

]−1
= i
[(

1− Σ(p)(p̂−m)−1
)

(p̂−m)
]−1

= i(p̂−m− Σ(p))−1

=
i

p̂−m− Σ(p)
. (1.1)

p
= +

+

1 PI

+ . . .1 PI 1 PI

Ðèñ. 1. Ïîâíèé ïðîïàãàòîð åëåêòðîíà â òåðìiíàõ âëàñíî¨ åíåðãi¨.

Äî Σ(p) ìè âiäíîñèìî íåñêií÷åííèé ðÿä îäíî÷àñòèíêîâîíåçâiäíèõ äiàãðàì, òîáòî,

äiàãðàì, ÿêi íåìîæëèâî ðîçäiëèòè íà äâi îêðåìi ðîçðiçàþ÷è âñüîãî îäíó ôåðìiîííó

ëiíiþ (äèâ. ðèñ.2).

= +1 PI + . . .�i⌃ =

Ðèñ. 2. Îäíî÷àñòèíêîâîíåçâiäíi äiàãðàìè âëàñíî¨ åíåðãi¨ åëåêòðîíà.

Â êîíòð-÷ëåííîìó ïiäõiäi ââàæà¹òüñÿ, ùî ìàñà m è çàðÿä e, ïðèñóòíi â ëàãðàíæiàíi,

¹ ñêií÷åííèìè. �Iäåîëîãiÿ� ïåðåíîðìóâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äîáàâèòè äî ïî÷àòêî-

âîãî ëàãðàíæiàíó êîíòð÷ëåíè (ðîçáiæíi) òàêi, ùîá ñêîìïåíñóâàòè ðîçáiæíîñòi âëàñíî¨
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åíåðãi¨, ïîëÿðèçàöi¨ âàêóóìà i âåðøèíè. Òîáòî, ìè ââàæà¹ìî, ùî ìè íå çíà¹ìî òåîðiþ

(ëàãðàíæiàí), ùî îïèñó¹ ôiçèêó íà ìàëèõ âiäñòàííÿõ (âåëèêèõ åíåðãiÿõ i iìïóëüñàõ), i

ìà¹ìî "ïiäïðàâèòè"ëàãðàíæiàí òàêèì ÷èíîì, ùîá óñóíóòè ðîçáiæíîñòi, ÿêi âèíèêàþòü

â òåîði¨ çáóðåíü.

Ïî÷íåìî ç ôåðìiîííî¨ ÷àñòèíè ëàãðàíæiàíà. Äî êiíåòè÷íî¨ ÷àñòèíè,

L1 = iψ̄∂̂ψ −mψ̄ψ, (1.2)

äîäàìî êîíòð÷ëåíè

∆L1ct = iBψ̄∂̂ψ − Aψ̄ψ, (1.3)

ÿêi ìàþòü òàêó æ ñàìó ñòðóêòóðó (÷îìó ñàìå òàêó, ñòàíå ÿñíî ïiçíiøå). Â ðåçóëüòàòi

áóäåìî ìàòè ãîëèé ëàãðàíæiàí

(L1)B = L1 + ∆L1ct = i(1 +B)ψ̄∂̂ψ − (m+ A)ψ̄ψ.

Âèáåðåìî òåïåð A i B òàê, ùîá åëåêòðîííèé ïðîïàãàòîð áóâ ñêií÷åíèì ç òî÷íiñòþ äî

e2. Äîáàâêè áóäåìî ðîçãëÿäàòè, ÿê äîäàíêè âçà¹ìîäi¨ Âèìàãà¹ìî ùîá Σ(p) +A−Bp̂ =

áóëà ñêií÷åíîþ âåëè÷èíîþ, òîáòî,

e2

8π2(4− n)
(−p̂+ 4m) + A−Bp̂ = ñêií÷åíà âåëè÷èíà. (1.4)

Â ðîçìiðíié ðåãóëÿðèçàöi¨ ðîçáiæíîñòi ïðîÿâëÿþòüñÿ ÿê ïîëþñè ïðè n = 4, êîëè ðîçìið-

íiñòü ïðîñòîðó-÷àñó ïðÿìó¹ äî 4. Â íàéíèæ÷îìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü âëàñíà åíåðãiÿ

âæå áóëà ïîðàõîâàíà. Çíàõîäèìî, ç òî÷íîñòþ äî ñêií÷åíèõ âåëè÷èí,

A = − e2m

2π2(4− n)
, B = − e2

8π2(4− n)
. (1.5)

Âèçíà÷åìî ðîçáiæíó êîíñòàíòó

Z2 = 1 +B = 1− e2

8π2(4− n)
, (1.6)

i íîâó �ãîëó� õâèëüîâó ôóíêöiþ

ψB =
√
Z2ψ.

Òîäi ëàãðàíæiàí L1B ìîæíà ïåðåïèñàòè â òåðìiíàõ ãîëèõ ïîëiâ i ìàñè

L1B = iψ̄B∂̂ψB − (m+ A)Z−12 ψ̄BψB

= iψ̄B∂̂ψB −mBψ̄BψB, (1.7)
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äå ãîëà (ðîçáiæíà) ìàñà

mB = (m+ A)Z−12 = m

(
1− e2

2π2(4− n)

)(
1− e2

8π2(4− n)

)−1
' m

(
1− e2

2π2(4− n)

)(
1 +

e2

8π2(4− n)

)
= m

(
1− 3e2

8π2(4− n)

)
= m− δm. (1.8)

Âåëè÷èíè ç iíäåêñàìè B ¹ ãîëi âåëè÷èíè, áåç âðàõóâàííÿ âçà¹ìîäi¨, ψ, m � âiäíîñÿòüñÿ

äî ôiçè÷íîãî åëåêòðîíó. Âiäçíà÷èìî, ùî ëàãðàíæiàí L1B, âèðàæåíèé â òåðìiíàõ ãîëèõ

âåëè÷èí, ìà¹ òàêó ñàìó ôîðìó, ÿê i ëàãðàíæiàí L1. Òîáòî, ïåðåíîðìóâàííÿ çáåðiãà¹

ôîðìó âèõiäíîãî ëàãðàíæiàíó.

ßñíî, ùî ãîëèé ïðîïàãàòîð 〈0|TψB(x)ψ̄B(y)|0〉 çâ'ÿçàí ç ïðîïàãàòîðîì ôiçè÷íèõ ïîëiâ

ñïiââiäíîøåííÿì

GB(x− y) = 〈0|TψB(x)ψ̄B(y)|0〉 = Z2〈0|Tψ(x)ψ̄(y)|0〉 = Z2Gr(x− y). (1.9)

Äëÿ Ôóð'¹ ïåðåòâîðåííÿ ïîâíîãî ôîòîííîãî ïðîïàãàòîðà,

Dµν(x− y) = 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉, (1.10)

àíàëîãi÷íî ìà¹ìî íåñêií÷åííèé ðÿä, çîáðàæåíèé ãðàôi÷íî íà ðèñ.3:

Dµν(k) = D0µν(k) +D0µα(k)(−iΠαβ(k))D0βν(k) + . . . . (1.11)

= +

+ + . . .

1 PI

1 PI 1 PI

k

µ ⌫

Ðèñ. 3. Ïîâíèé ïðîïàãàòîð ôîòîíà â òåðìiíàõ âëàñíî¨ åíåðãi¨.

Òóò

D0µν(k) =
1

ik2

(
gµν −

kµkν
k2

)
+ ξ

kµkν
ik4

(1.12)

¹ ïðîïàãàòîð âiëüíîãî ïîëÿ, i ïîëÿðèçàöiéíèé îïåðàòîð Πµν(k) (âiëüíà åíåðãiÿ ôîòîíà)

¹ ïîïåðå÷íèì, ùî ¹ íàñëiäêîì êàëiáðóâàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi kµΠµν(k) = kνΠµν(k) = 0:

Πµν(k) = (gµνk
2 − kµkν)Π(k2) =

(
gµν −

kµkν
k2

)
k2Π(k2) (1.13)
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= +1 PI + . . .+

Ðèñ. 4. Îäíî÷àñòèíêîâîíåçâiäíi äiàãðàìè âëàñíî¨ åíåðãi¨ ôîòîíà.

Ïîëÿðèçàöiéíèé îïåðàòîð âêëþ÷à¹ òiëüêè îäíî÷àñòèíêîâîíåçâiäíi äiàãðàìè (äèâ. ðèñ.4).

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðå÷íiñòü òåíçîðà gµν − kµkν/k2, îòðèìà¹ìî

Dµν(k) =

(
gµν −

kµkν
k2

)(
1

ik2
+

1

ik2
(−ik2Π(k))

1

ik2
+ . . .

)
+ ξ

kµkν
ik4

=

(
gµν −

kµkν
k2

)
1

ik2
(
1− Π(k2) + . . .

)
+ ξ

kµkν
ik4

=

(
gµν −

kµkν
k2

)
1

ik2
1

1 + Π(k2)
+ ξ

kµkν
ik4

. (1.14)

Â íàøîìó âèïàäêó, â íàéíèæ÷îìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü, äëÿ ïîëÿðèçàöiéíîãî îïåðà-

òîðà çàïèøåìî, âèäiëÿþ÷è ðîçáiæíiñòü,

Π(k2) =
e2

6π2(4− n)
+ Πf (k

2), (1.15)

äå Πf (k
2) - ñêií÷åííà ÷àñòèíà. Â ïî÷àòêîâèé ëàãðàíæiàí

L2 = −1

4
F µνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ) (1.16)

äîáàâèìî êîíòð÷ëåí

L2ct = −C
4
F µνFµν ⇒ C

2
Aµ(�gµν − ∂µ∂ν)Aν . (1.17)

òàêèì ÷èíîì, ùîá óñóíèòè ðîçáiæíiñòü â ïîëÿðèçàöi¨ âàêóóìà. Òîäi

(L2)B = L2 + L2ct = −Z3

4
F µνFµν , Z3 = 1 + C.

Â iìïóëüñíîìó ïðîñòîði öå äàñòü äîäàòêîâó âåðøèíó −iC(k2gµν−kµkν). Òîìó â ïîðÿäêó
e2 âèìàãà¹ìî, ùîá Π(k2) + C áóëà ñêií÷åíîþ âåëè÷èíîþ.

Òîäi çíàõîäèìî

C = − e2

6π2(4− n)
, Z3 = 1− e2

6π2(4− n)
. (1.18)

Âèçíà÷èìî AµB = Z
1/2
3 Aµ, òîäi L2 + (L2)CT ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä

L = −1

4
F µν
B FBµν −

1

2ξ
Z−13 (∂µAµB)2

= −1

4
F µν
B FBµν −

1

2ξB
(∂µA

µ
B)2, ξB = Z3ξ. (1.19)
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Íåïåðåíîðìîâàíèé i ïåðåíîðìîâàíèé ïðîïàãàòîðè ôîòîíà, â òåðìiíàõ ãîëèõ i ôiçè÷íèõ

ïîëiâ, çâ'ÿçàíi ìóëüòèïëiêàòèâíî

Dµν ∼ 〈0|TAµBAνB|0〉 ∼ Z3〈0|TAµAν |0〉 = Z3Drµν , (1.20)

Drµν � ïåðåíîðìîâàíèé ôîòîíèé ïðîïàãàòîð, âií äîðiâíþ¹

Drµν(k) =

(
gµν −

kµkν
k2

)
1

ik2
1

1 + Πf (k2)
+ ÷ëåíè ïðïîïîðöiéíi ξ. (1.21)

Î÷åâèäíî, ìàñà ôîòîíà äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ïîëþñ ïðè k2 = 0 çáåðiãà¹òüñÿ.

Ïåðåíîðìóâàííÿ ïîçáàâëÿ¹ íàñ âiä ñêií÷åíèõ äîäàíêiâ, àëå çàëèøà¹ ñêií÷åííi äî-

äàíêè, ùî ïðèçâîäèòü äî ñïîñòåðåæóâàíèõ ôiçè÷íèõ åôåêòiâ.

Çâåðíåìîñü òåïåð äî âåðøèíî¨ ôóíêöi¨, ÿêó â iìïóëüñíîìó ïðîñòîði ïðåäñòàâèìî ó

âèãëÿäi Γµ(p, p′) = γµ + Λµ(p, p′), äå p i p′ iìïóëüñè åëåêòðîíà. Ó íàéíèæ÷îìó ïîðÿäêó

òåîði¨ çáóðåíü ïîïðàâêà äî ãîëî¨ âåðøèíè îïèñó¹òüñÿ äðóãîþ äiàãðàìîþ íà ðèñ.5.

Ðèñ. 5. Ïîïðàâêà äî âåðøèíè.

�¨ ðîçáiæíà ÷àñòèíà, Λ
(1)
µ , ïðè n, ùî ïðÿìó¹ äî 4, ìà¹ âèãëÿä

Λ(1)
µ =

e2

8π2(4− n)
γµ. (1.22)

Öþ ðîçáiæíiñòü ìîæíà óñóíóòè, äîäàâøè äî ëàãðàíæiàíó âçà¹ìîäi¨

Lint = −eµ2−n
2 ψ̄γµψA

µ (1.23)

êîíòð÷ëåí âèäó

L3ct = −Deµ2−n
2 ψ̄γµψA

µ, (1.24)

ùî äà¹ äîäàòêîâó âåðøèíó −ieµ2−n
2Dγµ â ðîçêëàäi ïî òåîði¨ çáóðåíü.

Òîäi âèìàãà¹ìî

Dγµ + Λµ = ñêií÷åííà âåëè÷èíà, (1.25)

çâiäêè

D = − e2

8π2(4− n)
. (1.26)
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Òîäi

Lint + L3ct = −(1 +D)eµ2−n
2 ψ̄Âψ = −Z1eµ

2−n
2 ψ̄Âψ, Z1 = 1− e2

8π2(4− n)
. (1.27)

Îñòàòî÷íî, ïîâíèé ëàãðàíæiàí ÊÅÄ (â îäíîïåòëüîâîìó íàáëèæåííi) ìà¹ âèãëÿä

LB = iZ2ψ̄∂̂ψ − (m+ A)ψ̄ψ − Z1eµ
2−n

2 ψ̄Âψ − Z3

4
FµνF

µν +
1

2ξ
(∂µAµ)2 (1.28)

� â òåðìiíàõ ôiçè÷íèõ ïîëiâ.

Òóò

Z1 = Z2 = 1− e2

8π2(4− n)
, Z3 = 1− e2

6π2(4− n)
, A = − me2

2π2(4− n)
. (1.29)

Âiäçíà÷èìî âàæëèâó ðiâíiñòü Z1 = Z2, ÿêà ¹ ñïðàâåäëèâîþ ó âñiõ ïîðÿäêàõ i ¹ íàñëiäêîì

òàê çâàíî¨ òîòîæíîñòi Óîðäà-Òàêàõàøi (äîâåäåííÿ òîòîæíîñòi áóäå äàíî ïiçíiøå)

kµΓµ(p, p+ k) = G−1(p+ k)−G−1(p), (1.30)

äå çà âèçíà÷åííÿì

Γµ(p, p+ k) ≡ −i(γµ + Λµ). (1.31)

Îñêiëüêè ôåðìiîííèé ïðîïàãàòîð çâ'ÿçàíèé ç âëàñíîþ åíåðãi¹þ åëåêòðîíà ñïiââiäíî-

øåííÿì

G(p) =
i

p̂−m− Σ(p)
, (1.32)

òî äëÿ ðîçáiæíèõ ÷àñòèí ìà¹ìî â ïîðÿäêó e2

G−1div(p) = (−i)
[
p̂

(
1 +

e2

8π2(4− n)︸ ︷︷ ︸
=Z−1

2

)
−m

(
1 +

e2

2π2(4− n)

)]
, (1.33)

Γµdiv = −iγµ
(

1 +
e2

8π2(4− n)

)
= −iγµZ−11 . (1.34)

Òîòîæíiñòü Óîðäà-Òàêàõàøi ïîòðåáó¹ ðiâíîñòi Z1 = Z2 ó âñiõ ïîðÿäêàõ òåîði¨ çáóðåíü.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãîëèõ âåëè÷èí, ìà¹ìî

LB = iψ̄B∂̂ψB −mBψ̄BψB − eBψ̄BÂBψB −
1

4
F µν
B FBµν +

1

2ξB
(∂µAµB)2. (1.35)

Òóò

mB = Z−12 (m+ A)︸ ︷︷ ︸
=mZm

, eB = eµ2−n
2

Z1

Z2Z
1/2
3

= eµ2−n
2Z
−1/2
3 , ξB = Z3ξ. (1.36)

Òàêèì ÷èíîì, âñi íåñêií÷åííi âåëè÷èíè âêëþ÷åíi â ãîëi âåëè÷èíè, ïðè öüîìó ëàãðàí-

æiàí ñáåðiã ñâîþ ïî÷àòêîâó ôîðìó. Öå i îçíà÷à¹ ïåðåíîðìîâàíiñòü ÊÅÄ â äàííîìó

ïîðÿäêó.
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2. Âàæëèâiñòü òîòîæíîñòi Óîðäà-Òàêàõàøi

Ðîçãëÿíåìî ÊÅÄ ç äâîìà ñîðòàìè çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, åëåêòðîíè i ìþîíè. Äëÿ

ôîòîí-ìþîííî¨ âåðøèíè áóäåìî ìàòè

eZ ′−12 Z
−1/2
3 = eB(Z ′1)

−1, (2.1)

äå Z ′1 i Z
′
2 � ïåðåíîðìiðîâêè âåðøèíè i ïîëÿ ìþîíà. Êîíñòàíòè çàëåæàòü âiä ìàñè ìþîíà

(â ðåãóëÿðèçàöi¨ ç îáðiçàííÿì ïî iìïóëüñàì, àáî ðåãóëÿðèçàöi¨ Ïàóëi-Âiëëàðñà). Âèíè-

êà¹ ïiäîçðà, ùî (2.1) âèçíà÷à¹ iíøå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ôiçè÷íèì çàðÿäîì e i ãîëèì

çàðÿäîì eB, íiæ ó âèïàäêó îäíèõ åëåêòðîíiâ. Àëå â ñèëó òîòîæíîñòi Óîðäà-Òàêàõàøi

Z ′1 = Z ′2, öå ñïiââiäíîøåííÿ çàëèøà¹òüñÿ òàêèì, ÿê i ðàíiøå, òàê ùî çàëèøà¹òüñÿ óíiâåð-

ñàëüíèé åëåêòðè÷íèé çàðÿä, ÿêèé ìà¹ îäíå i òåæ çíà÷åííÿ äëÿ âñiõ ñîðòiâ ÷àñòèíîê.

Òåîðåìà Áîãîëþáîâà-Ïàðàñþêà-Õåïïà-Öiììåðìàíà (ÁÏÕÖ). Äëÿ äîâiëüíî¨ ïåðåíîð-

ìîâàíî¨ êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ â áóäü-ÿêîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü âñi ðîçáiæíîñòi ëiêâi-

äóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êîíòð÷ëåíiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïðèìiòèâíî ðîçáiæíèì äiàãðàìàì.

Òîáòî òåîðiÿ ¹ ñêií÷åíîþ, ÿêùî âèêîðèñòàòè ïåðåíîðìîâàíó òåîðiþ ç ïîâíèì íàáîðîì

êîíòð÷ëåíiâ.

Òåîði¨ ïåðåíîðìóâàíü ìîæíà íàäàòè ñåíñ i ïîçà ìåæàìè òåîði¨ çáóðåíü: ïiäiáðàòè

ïàðàìåòðè ëàãðàíæiàíà ÿê ôóíêöi¨ îáðiçàííÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá ôiçè÷íi âåëè÷èíè áóëè

ñêií÷åíèìè ïðè çíÿòòi îáðiçàííÿ.
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