
1Ïåðåëiê çàäà÷ äî ñïåöêóðñó �Êàëiáðóâàëüíi òåîði¨�I. Êâàíòîâà ìåõàíiêà íà îñíîâi �îðìàëiçìó �åéíìàíiâñüêîãî iíòåãðàëó ïîòðà¹êòîðiÿì.1. Ïîêàçàòè, ùî ïðè t→ 0+ �åéíìàíiâñüêèé ïðîïàãàòîð äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè
K(qf t | qi 0) =

(

m

2πi~t

)1/2

exp

(

im(qf − qi)
2

2~t

)çâîäèòüñÿ äî äåëüòà-�óíêöi¨, òîáòî
K(qf t | qi 0) → δ(qf − qi), t→ 0+.2.Îá÷èñëèòè Ôóð'¹ ïåðåòâîðåííÿ �åéíìàíiâñüêîãî ïðîïàãàòîðà äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè

G(qf , qi;E) =

(

− i

~

)

∞
∫

0

dtK(qf t | qi 0)eiEt/~, ImE > 0.Ïîðàõóâàòè ãóñòèíó ñòàíiâ
ρ(E) = − 1

πL
ImTrG(E + iǫ), ǫ→ 0+,

TrG(E) =

L/2
∫

−L/2

dq G(q, q;E).3. Îá÷èñëèòè �åéíìàíiâñüêèé ïðîïàãàòîð äëÿ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà.Âiäïîâiäü:
K(qf t | qi 0) =

(

mω

2πi~ sinωt

)1/2

exp

{

imω

2~ sinωt

[(

q2f + q2i
)

cosωt− 2qfqi
]

}

, t < π/ω.(ω � ÷àñòîòà îñöèëÿòîðà, òîáòî ëàãðàíæiàí ìà¹ âèãëÿä: L =
mq̇2

2
− mω2

2
q2).4. Îá÷èñëèòè �åéíìàíiâñüêèé ïðîïàãàòîð äëÿ ÷àñòèíêè ó çîâíiøíüîìó ïîñòiéíîìó ïîëiç ëàãðàíæiàíîì

L =
mq̇2

2
+ fq, f = const.



2Âiäïîâiäü:
K(qf t | qi 0) =

(

m

2πi~t

)1/2

exp

{

i

~

[m(qf − qi)
2

2t
+

1

2
ft(qf + qi)−

f 2t3

24m

]

}

.5. Îá÷èñëèòè �åéíìàíiâñüêèé ïðîïàãàòîð äëÿ çàðÿäæåííî¨ ÷àñòèíêè â ïîñòiéíîìó çîâ-íiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ëàãðàíæiàí ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä:
L =

mṙ2

2
+
e

c
A(r)ṙ, r = (x, y, z).Âèáiðàþ÷è ñèìåòðè÷íó êàëiáðîâêó A(r) = (B/2)(−y, x, 0), îäåðæàòè âiäïîâiäü:

K(r, r′; τ) =
mω

4πi~ sin(ωτ/2)

√

m

2πi~τ
exp







ie

~

r
∫

r′

A(ξ)dξ







× exp

{

imω

4~
cot(ωτ/2)[(x− x′)2 + (y − y′)2] +

im(z − z′)2

2~τ

}

,äå τ = t− t′, ω = eB/mc - öèêëîòðîííà ÷àñòîòà. Iíòåãðóâàííÿ â �àçîâîìó ìíîæíèêó âåêñïîíåíòi ïðîâàäèòüñÿ âçäîâæ ïðÿìî¨ ëiíi¨, ÿêà ç'åäíó¹ òî÷êè r, r′.6. Íåõàé çàäàíî õâèëüîâó �óíêöiþ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà â ìîìåíò ÷àñó t = 0 óâèãëÿäi
Ψ(q, 0) =

(

mω

π~

)1/4

exp
[

−mω
2~

(q − a)2
]

.Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîïàãàòîð ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ïîêàçàòè, ùî â ìîìåíò ÷àñó tâîíà áóäå ìàòè âèãëÿä:
Ψ(q, t) =

(

mω

π~

)1/4

exp
(

−iωt
2

)

exp
[

−mω
2~

(

q2 − 2aqe−iωt +
1

2
a2
(

1 + e−2iωt
)

)]

,àáî, ùî åêâiâàëåíòíî,
Ψ(q, t) =

(

mω

π~

)1/4

exp
(

−iωt
2

)

exp
[

−mω
2~

(

q − a cosωt
)2
]

× exp
[

−imω
2~

(

2aq sinωt− a2

2
sin 2ωt

)]

.Çíàéòè ðîçïîäië ãóñòèíè éìîâiðíîñòi |Ψ(q, t)|2.7. Íåõàé õâèëüîâà �óíêöiÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè â ìîìåíò ÷àñó t = 0 çàäàíà ó âèãëÿäiðîçïîäiëó
Ψ(q, 0) =

1
4
√
2πσ2

exp
(

− q2

4σ2

)

, σ � äèñïåðñiÿ.



3Ïîêàçàòè, ùî â ìîìåíò t ðîçïîäië áóäå ìàòè âèãëÿä:
Ψ(q, t) =

1
4

√

2πσ2(t)
exp
(

− q2

4σ2(t)

)

exp
( i~tq2

8mσ2σ2(t)

)

exp
(

− i

2
arctg

~t

2mσ2

)

,äå
σ2(t) = σ2 +

~
2t2

4m2σ2
,òîáòî õâèëüîâèé ïàêåò ðîçïëèâà¹òüñÿ ç ÷àñîì.8.Ïîðàõóâàòè áàãàòîâèìiðíèé iíòåãðàë

Ir1r2r3r4 =

∞
∫

−∞

N
∏

i=1

dxixr1xr2xr3xr4e
− 1

2
(x,Ax),äå xr1 , xr2 , xr3, xr4 äåÿêi çìiííi ç ìíîæèíè xi, i = 1, . . .N , i (x,Ax) ¹ íàñòóïíà êâàäðàòè-÷íà �îðìà

(x,Ax) =
N
∑

i,j=1

xiAijxj .9. ßâíèì îá÷èñëåííÿì ïîêàçàòè, ùî iíòåãðàë ïî ãðàñìàíîâèì çìiííèì äëÿ N = 4 ìà¹âèãëÿä
IN(M) =

∫

dθ1 . . . dθN exp

(

−1

2
θTMθ

)

= (detM)1/2 ,äå M - àíòèñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, θ = (θ1, θ, . . . θN ).II. Êâàíòóâàííÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì iç â'ÿçÿìè.1. Îá÷èñëèòè äóæêó Ïóàññîíà (ÄÏ) ó íåêàíîíi÷íèõ êîîðäèíàòàõ ηα = (φa, q
∗
i , pa, p

∗
i ), äå

φa � çâ'ÿçêè 1-ãî ðîäó, pa � iìïóëüñè, ñïðÿæåíi äî φa,
{f, g} =

∑

α,β

{ηα, ηβ}
∂f

∂ηα

∂g

∂ηβ
.Ïîêàçàòè, ùî íà ïiäìíîãîâèäi Γ∗, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâàìè φa = 0, pa = 0, ÄÏ çâîäè-òüñÿ äî

{

f, g
}

Γ∗
=
∑

i

(

∂f ∗

∂q∗i

∂g∗

∂p∗i
− ∂f ∗

∂p∗i

∂g∗

∂q∗i

)

,äå íåçàëåæíèìè çìiííèìè ¹ q∗i , p∗i i
f ∗ = f

(

qa(q
∗
i , p

∗
i ), q

∗
i , 0, p

∗
i

)

,

g∗ = g
(

qa(q
∗
i , p

∗
i ), q

∗
i , 0, p

∗
i

)

,



4à �óíêöi¨ qa(q∗i , p∗i ) âèçíà÷àþòüñÿ, ðîçâ'ÿçóþ÷è â'ÿçi
φa(qa, pa = 0, q∗i , p

∗
i ) = 0.2. Íåõàé çàäàíî ëàãðàíæiàí

L =
1

2
(ẋ− y)2.Îá÷èñëèòè ãåñiàí (ìàòðèöþ äðóãèõ ïîõiäíèõ çà øâèäêîñòÿìè), çíàéòè ïåðâèííi çâ'ÿçêèòà âèçíà÷èòè âèä êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ùî çàëèøà¹ ëàãðàíæiàí iíâàðiàíòíèì.Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ëàãðàíæåâèõ ðiâíÿíü ðóõó ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x(0) = α, y(0) = β, ẋ(0) = β, ẏ(0) = γi ïîêàçàòè, ùî â ðîçâ'ÿçêó ¹ �óíêöiîíàëüíà äîâiëüíiñòü (òîáòî ó ðîçâ'ÿçîê âõîäèòüäîâiëüíà �óíêöiÿ).3. Íåõàé çàäàíî ëàãðàíæiàí
L = −1

2
q2 + qẋ+ q̇ẏ.Îá÷èñëèòè ðàíã ãåñiàíà (ìàòðèöi äðóãèõ ïîõiäíèõ çà øâèäêîñòÿìè), çíàéòè â'ÿçi òàãàìiëüòîíiàí i âèçíà÷èòè âèä êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ùî çàëèøà¹ ëàãðàíæiàíiíâàðiàíòíèì.4. �îçãëÿíóòè ëàãðàíæiàí

L =
q̇2

2mṫ
− mω2

2
ṫq2,äå çìiííi q(τ) i t(τ) ¹ �óíêöiÿìè τ , i ïîêàçàòè iíâàðiàíòíiñòü äi¨ S =

∫

dτL(q(τ), q̇(τ))âiäíîñíî êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ç äîâiëüíîþ �óíêöi¹þ λ(τ),
q(τ) → q′(τ) = q(λ(τ)), t(τ) → t′(τ) = t(λ(τ)).Çíàéòè â'ÿçi öi¹¨ ñèñòåìè.5. Äóæêà Äiðàêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

{f, g}D = {f, g} − {f, θα}∆−1
αβ {θβ , g} ,äå {·, ·} ¹ äóæêà Ïóàñîíà, θα ¹ â'ÿçi äðóãîãî êëàñó, i ∆−1
αβ ¹ ìàòðèöÿ îáåðíåíà äî ìàòðèöi

∆αβ = {θα, θβ}.



5Ïîêàçàòè, ùî äóæêà Äiðàêà çàäîâiëüíÿ¹ òîòîæíiñòü ßêîái,
{f, {g, h}D}D + {g, {h, f}D}D + {h, {f, g}D}D = 0.6.�îçãëÿíåìî ðóõ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè ïî ïîâåðõíi ΣN−1 â N-âèìiðíîìó ïðîñòîði çàäàíîþðiâíÿííÿì f(x) = 0, äå f(x) ¹ ãëàäêîþ �óíêöi¹þ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò xi, i = 1, 2, . . .Nâ RN ç íîðìàëüíèì âåêòîðîì n(x) = ∇f(x), n2 = 1. Ñèñòåìà îïèñó¹òüñÿ âiëüíèìãàìiëüòîíiàíîì H = p2/2m ç â'ÿçÿìè
χ1(x, p) ≡ f(x)(= 0), χ2(x, p) ≡ n · p(= 0).Ïîðàõóâàòè äóæêè Äiðàêà {xi, xj}D, {xi, pj}D, {pi, pj}D i çíàéòè ðiâíÿííÿ ðóõó.Ïîêàçàòè, ùî

n · dx
dt

= 0, n× dp

dt
= 0,òîáòî ðóõ ÷àñòèíêè âiäáóâà¹òüñÿ â äîòè÷íié ïëîùèíi i ÷àñòèíêà íå âiä÷óâà¹ ñèëè âäîòè÷íié ïëîùèíi.Âiäïîâiäü:

{xi, xj}D = 0, {xi, pj}D = δij − ninj, {pi, pj}D = (njnk,i − nink,j)pk.

dx

dt
= {x, H}D =

p

m
,

dp

dt
= {p, H}D = − n

m
(p · ∇n · p).7. �îçãëÿíóòè ïîïåðåäíþ çàäà÷ó ðóõó ÷àñòèíêè ç ìàñîþ m = 1 ïî ïîâåðõíi ñ�åðè q2i =

1 â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði â ëàãðàíæåâîìó �îðìàëiçìi. Îáìåæåííÿ ðóõó ïî ïîâåðõíiñ�åðè â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði çðó÷íî âðàõîâóâàòè çà äîïîìîãîþ ìíîæíèêà Ëàãðàíæà,òîáòî ìà¹ìî ëàãðàíæiàí
L =

1

2

(

q̇2i − F (q2i − 1)
)

,äå ïî iíäåêñó i iäå ñóìîâàííÿ. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ ∂2L/∂q̇a∂q̇b ñèíãóëÿðíà (qa =

(qi, F ), a = 1, 2, . . . n + 1).Î÷åâèäíî, ïåðâèííà â'ÿçü φ1 = pF = ∂L/∂Ḟ ≈ 0 i ïåðâèííèé ãàìiëüòîíiàí
H = piq̇i + pF Ḟ − L+ λpF .Çíàéòè ç óìîâè çáåðåæåííÿ â'ÿçiâ ó ÷àñi äîäàòêîâi â'ÿçi φ2, φ3, φ4, ìíîæíèê Ëàãðàíæà

λ. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ äóæîê Ïóàñîíà
CAB =

{

φA, φB
}



6ìà¹ âèãëÿä
CAB =















0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 2p2

−1 0 −2p2 0















.Çíàéòè îáåðíåíó äî íåé ìàòðèöþ, ïîáóäóâàòè äóæêó Äiðàêà è ïîðàõóâàòè ¨¨ äëÿ âñiõêàíîíîíi÷íèõ çìiííèõ qi, F , pi, pF .8. �îçãëÿíóòè äiþ âiëüíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè ó âèãëÿäi
S = −1

2

∫

dτ
√
g
(

g−1ẋµẋµ +m2
)

.Âñòàíîâèòè âèä ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ (τ, g(τ) → τ ′, g̃(τ ′)), ÿêi çáåðiãàþòü�îðìó äi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà-Åéëåðà äëÿ g, ïîêàçàòè, ùî äiÿ åêâè-âàëåíòíà iíøî¨ âiäîìî¨ äi¨ äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè
S = −m

∫

dτ
√

ẋµẋµ.Âèçíà÷èòè êàíîíi÷íi iìïóëüñè äî çìiííèõ xµ, g i çðîáèòè ïåðåõiä äî ãàìiëüòîíîâîãî�îðìàëiçìó. Ç óìîâè çáåðåæåííÿ â'ÿçiâ ó ÷àñi çíàéòè âñi íåòðèâiàëüíi â'ÿçi (¨õ âñüîãîïîâèííî áóòè äâi φ1, φ2). Âèêîðèñòîâóþ÷è äóæêè Ïóàñîíà äëÿ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ,
{xµ, pν} = δµν , {g, pg} = 1(âñi iíøi äîðiâíþþòü íóëåâi), âñòàíîâèòè íàëåæíiñòü â'ÿçiâ äî ïåðøîãî ÷è äðóãîãî êëà-ñó.�îçãëÿíóòè óìîâè �iêñàöi¨ êàëiáðîâêè

χ1 = g − 1

m2
≈ 0, χ2 = τ − x0 ≈ 0,i ïîðàõóâàòè ìàòðèöþ 4× 4 ç äóæîê Ïóàñîíà CAB =

{

φA, φB
}, äå φA = (φ1, φ2, χ1, χ2).Ïîáóäóâàòè äóæêó Äiðàêà i ïîðàõóâàòè ¨¨ äëÿ âñiõ çìiííèõ xµ, g, pν, pg ìiæ ñîáîþ.9.�îçãëÿíóòè ëàãðàíæiàí ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî ïîõiäíèì

L(qa, q̇a) = q̇aK
a(qa)− V (qa), a = 1, 2, . . . , 2N,äå �óíêöiÿ êîîðäiíàò Ka(qa) òàêà, ùî ìàòðèöÿ ∆ab = −∆ba = ∂aKb − ∂bKa ìà¹ äåòåð-ìiíàíò âiäìiííèé âiä íóëÿ, det∆ 6= 0. Î÷åâèäíî, ãåñiàí
Mab =

∂2L

∂q̇a∂q̇b
= 0.



7Ïîêàçàòè, ùî ëàãðàíæåâi ðiâíÿííÿ ìîæíà ïðèâåñòè äî âèäó
q̇a =

(

∆−1
)

ab
∂bV (qa).Çðîáèòè ïåðåõiä äî ãàìiëüòîíîâîãî �îðìàëiçìó: çíàéòè ãiìiëüòîíiàí H0 i ïåðâèííi â'ÿçi

φa. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ ç äóæîê Ïóàñîíà â'ÿçiâ
{

φa, φb
}

= ∆ab,òîáòî, ïåðâèííi â'ÿçi íàëåæàòü äî â'ÿçiâ äðóãîãî êëàñó.Âèêîðèñòîâóþ÷è ãàìiëüòîíií ïî Äiðàêó
H = H0 + uaφ

a,äå ua(qa, pa, t) äîâiëüíi �óíêöi¨ êîîðäiíàò, iìïóëüñiâ i ÷àñó, âèçíà÷èòè öi �óíêöi¨ ç óìîâèçáåðåæåííÿ â'ÿçiâ ó ÷àñi, φ̇a = {φa, H} ≈ 0. Ïîáóäóâàòè äóæêó Äiðàêà i ïîêàçàòè, ùîãàìiëüòîíîâi ðiâíÿííÿ
q̇a = {qa, H}Dñïiâïàäàþòü ç ëàãðàíæåâèìè ðiâíÿííÿìè ðóõó.10. �îçãëÿíóòè ëàãðàíæiàí Ïðîêà ìàñèâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â �îðìóëiðîâöi Øòþ-êåëüáåðãà

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2 (Aµ + ∂φ)2 ,ÿêèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëîêàëüíèõ êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µǫ(x), φ(x) → φ′(x) = φ− ǫ(x).Çíàéòè ãàìiëüòîíiàí, â'ÿçi, òà ïîðàõóâàòè äóæêè Ïóàñîíà â'ÿçiâ ìiæ ñîáîþ i ç ãàìiëü-òîíiàíîì. Ïîêàçàòè, ùî
Ωǫ(t) =

∫

d3x
[

ǫ̇Π0 − ǫ
(

∂iΠ
i + πφ

)]¹ ãåíåðàòîðîì êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, òîáòî
δAµ = {Aµ,Ωǫ} = ∂µǫ, δφ = {φ,Ωǫ} = −ǫ.

Πµ òà πφ ¹ êàíîíi÷íî ñïðÿæåíi iìïóëüñè äî çìiíèõ Aµ òà φ, âiäïîâiäíî.



811. Â êàëiáðîâöi Ïðîêà ãåíåðóþ÷èé �óíêöiîíàë çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
Z =

∫

DAµDφ exp

{

i

∫

d4x

(

−1

4
FµνF

µν +
1

2
m2 (Aµ + ∂φ)2 − λφ2

)}

,äå äîäàíîê λφ2 �iêñó¹ êàëiáðîâêó i λ ¹ êàëiáðóâàëüíèé ïàðàìåòð. Óòâîðþþ÷è ìóëüòi-ïëåò Ψt = (Aµ, φ), çàïèñàòè äiþ ó âèãëÿäi
S =

1

2

∫

d4xΨtOΨ,i çíàéòè îáåðíåíèé îïåðàòîð (ïðîïàãàòîð) äî îïåðàòîðà O â êâàäðàòè÷íié �îðìi äi¨.Âiäïîâiäü.
D(x) =

1

i
O−1 =

∫

d4p

(2π)4
e−ip·xD(p), D(p) =





i
p2−m2

(

gµν − pµpν

p2

)

+ i
λ
pµpν 1

λ
pν

− 1
λ
pµ i

λ



 .12. Ïîêàçàòè, ùî äiÿ âiëüíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ñòðóíè ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi
S = −T

τ2
∫

τ1

dτ

π
∫

0

dσ
√
−G,

(íàòÿã ñòðóíè T =
1

2πα′

)äå G = detGαβ , Gαβ = ∂αX
µ∂βXµ, i ïîõiäíi ∂1 ≡ ∂τ , ∂2 ≡ ∂σ, Xµ = Xµ(τ, σ).13. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ âiëüíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ñòðóíè ïåðâèííèìè â'ÿçÿìè ¹

φ1 = PµX
′µ = 0, φ2 = PµP

µ +
X ′

µX
′µ

(2πα′)2
= 0,i ùî âòîðèííi çâ'ÿçêè âiäñóòíi.Îá÷èñëèòè äóæêó Ïóàññîíà çâ'ÿçêiâ {φ1, φ2}, âèêîðèñòîâóþ÷è åëåìåíòàðíó ÄÏ,

{Xµ(τ, σ), P
ν(τ, σ′)} = δνµδ(σ − σ′).14. �îçãëÿíóòè äiþ

S = −T
2

∫

dτ dσ
√
−h hαβ∂αXµ∂βXµäëÿ ñòðóíè Xµ(τ, σ) íà ñâiòîâié ïîâåðõíi (τ, σ) ç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì hαβ (hαβ � ìå-òðè÷íèé òåíçîð, îáåðíåíèé äî ìàòðèöi hαβ), h = det hαβ .Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîëüîâi ðiâíÿííÿ äëÿ çìiííî¨ hαβ ,

δS

δhαβ
= 0 ⇒ ∂αX

µ∂βXµ −
1

2
hαβh

α′β′

∂α′Xµ∂β′Xµ = 0òà ââîäÿ÷è òåíçîð
Gαβ = ∂αX

µ∂βXµ,



9ïîêàçàòè, ùî
detGαβ =

1

4
(hαβGαβ)

2h.Òèì ñàìèì ïî÷àòêîâà äiÿ åêâiâàëåíòíà (íà êëàñè÷íîìó ðiâíi) äi¨ ñòðóíè Íàìáó-�îòî:
S = −T

∫

dτ dσ
√

− detGαβ .Ïðèìiòêà. Ïðè âèâåäåííi ïîëüîâèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâóâàòè âàðiàöiþ
δ det hαβ
δhαβ

= −h · hαβ ,ÿêó ñëiä äîâåñòè.15. Ïîêàçàòè, ùî òåíçîð íàïðóæåíîñòi åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ Fµν ¹ âåëè÷èíîþ 1-ãîðîäó, òîáòî éîãî ÄÏ iç çâ'ÿçêàìè φ1 = π0, φ2 = ∂iπi îáåðòàþòüñÿ íà íóëü (ó ñëàáêîìóðîçóìiííi).16. Ó òåîði¨ ïîëiâ ßíãà-Ìiëëñà �óíêöi¨
Ga = ∂iE

i
a − gfabcE

i
bAic,

fabc � ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè, ¹ çâ'ÿçêàìè 1-ãî ðîäó. Ïîêàçàòè, ùî öi çâ'ÿçêè çàäîâîëü-íÿþòü àëãåáði
{Ga(~x), Gb(~y)} = gfabcGc(~x)δ(~x− ~y),

{·, ·} � ÄÏ.17. Ïîðàõóâàòè íàñòóïíó äóæêó Ïóàñîíà â òåîði¨ ïîëiâ ßíãà-Ìiëëñà,
{∂iAa

i (~x), D
bc
j Π

c
j(~y)} = ∂xi D

xab
i δ(~x− ~y),äå Aa

i (~x)- âåêòîð-ïîòåíöiàë ïîëÿ ßíãà-Ìiëëñà, Πc
j(~y)- ãóñòèíà âiäïîâiäíîãî óçàãàëüíå-íîãî iìïóëüñà, Dbc

j - êîâàðiàíòíà ïîõiäíà.



10III. Êàëiáðóâàëüíi òåîði¨ (åëåêòðîäèíàìiêà òà ïîëÿ ßíãà-Ìiëëñà).1. Çíàéòè äåòåðìiíàíò Ôàää¹¹âà-Ïîïîâà ó âèïàäêó, êîëè âèáðàíî êàëiáðîâêó Íàìáó,
G = ∂µA

µ +
1

2
AµA

µ.2. Çíàéòè ïðîïàãàòîð �îòîíà ó äîâiëüíié êîâàðiàíòíié êàëiáðîâöi, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ðiâíÿííþ
−i
[

gµν�x −
(

1− 1

ξ

)

∂µx∂
ν
x

]

Dνρ(x− y) = δµρ δ(x− y).3. Ïîêàçàòè, ùî ií�iíiòåçèìàëüíå êàëiáðóâàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ïîëÿ ßíãà-Ìiëëñà ìîæåáóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨:
δAa

µ = −1

g

[

∂µω
a − gfa

bcA
b
µω

c
]

≡ −1

g
(Dµω)

aäå ωa(x) � ií�iíiòåçèìàëüíi ïàðàìåòðè.4. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä îïåðàòîðà Ôàääååâà-Ïîïîâà äëÿ çàãàëüíî¨ êàëiáðîâêè,
Mab

f (x, y) =

∫

d4z
δfa(Aµ(x))

δAcν(z)
Dzcb

ν δ(z − y),äå êîâàðiàíòíà ïîõiäíà Dzcb
ν = δcb∂zν − gf cdbAd

νz, ïîðàõóâàòè îïåðàòîð Ôàääååâà-Ïîïîâàó âèïàäêó êàëiáðîâîê: êóëîíiâñüêî¨ (fa(Aµ(x)) = ∂iA
a
i (x)), Ëîðåíöà (fa(Aµ(x)) =

∂µA
aµ(x)), i àêñiàëüíî¨ (fa(Aµ(x)) = niA

a
i (x)). Òóò ni ¹ îäèíè÷íèé ïðîñòîðîâèé âåêòîð,

n2
i = 1.5. Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü ßêîái äëÿ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ, äîâåñòè òîòîæíiñòüÁüÿíêi äëÿ ïîëiâ ßíãà-Ìiëëñà:

DµFνλ +DνFλµ +DλFµν = 0,äå êîâàðiàíòíà ïîõiäíà äi¹ íà ìàòðè÷íèé òåíçîð íàïðóæåíîñòi çà ïðàâèëîì
DµFνλ = ∂µFνλ + ig

[

Aµ, Fνλ

]

.



116. Ïîêàçàòè, ùî âåëè÷èíà I = trFµνF
∗µν , äå F ∗µν =

1

2
εµνλρFλρ � äóàëüíèé òåíçîð, ìîæåáóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi ïîâíî¨ ïîõiäíî¨

I = 4∂λK
λ,òà çíàéòè âèãëÿä ñòðóìó Kλ.7. Äëÿ ïîëiâ ßíãà-Ìiëñà â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ç êàëiáðóâàëüíîþ ãðóïîþ SU(2) âè-êîðèñòîâóþ÷è ïàðàìåòðèçàöiþ

Ai
a(x) = (ǫaik∂k − δai∂4) ln f(x), A0

a(x) = ∂a ln f(x), a, i, k = 1, 2, 3,ïðèâåñòè ðiâíÿííÿ ñàìîäóàëüíîñòi Fµν = F ∗
µν ê âèäó

1

f(x)
�f(x) = 0.Ïîêàçàòè, ùî ðîçâ'ÿçêîì îñòàííüîãî ¹ n - iíñòàíòîííà êîí�iãóðàöiÿ

f (n)(x) =
n+1
∑

µ=1

λ2µ
(x− xµ)2

, µ = 1, 2, 3, 4,äå xµ - ïîëîæåííÿ iíñòàíòîíà, λµ - äîâiëüíi ðîçìiðíi ïàðàìåòðè.8. Äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíîãî ñïiââiäíîøåííÿ
d(r)C2(r) = T (r)d(G),äå C2(r) � êâàäðàòè÷íèé îïåðàòîð Êàçèìiðà äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ �r�, d(r) � ðîçìiðíiñòüöüîãî ïðåäñòàâëåííÿ, T (r) � íîðìóâàííÿ ãåíåðàòîðiâ tar ó öüîìó ïðåäñòàâëåííi, d(G) �ðîçìiðíiñòü ãðóïè.9. Íåõàé ïðÿìèé äîáóòîê äâîõ ïðåäñòàâëåíü r1 i r2 ãðóïè G ïðåäñòàâëåíî ïðÿìîþ ñóìîþïðåäñòàâëåíü, òîáòî, ñèìâîëi÷íî,

r1 ⊗ r2 =
∑

i

ri.Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êâàäðàòè÷íèõ îïåðàòîðiâ Êàçèìiðà ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
(

C2(r1) + C2(r2)
)

d(r1)d(r2) =
∑

i

C2(ri)d(ri).



1210. Äëÿ ìàòðèöü �åëë-Ìàííà λa ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëü-íîñòi
tr (ta3t

b
3) = T (3)δαβ, ta3 =

λa

2
,òà îá÷èñëèòè êîíñòàíòó íîðìóâàííÿ T (3) ó äàíîìó ïðåäñòàâëåííi.11. Íåõàé äâà êâàðêè, ùî íàëåæàòü äî ïðåäñòàâëåíü r1 i r2 çà êîëüîðîâîþ ãðóïîþ,óòâîðþþòü çâ'ÿçàíèé ñòàí ó ïðåäñòàâëåííi r. Çãiäíî ç êðèòåði¹ì ìàêñèìàëüíî ïðèòÿ-ãóâàëüíîãî êàíàëó çíàê i ñèëà âçà¹ìîäi¨ âèçíà÷àþòüñÿ âåëè÷èíîþ

∼ 1

2

[

C2(r1) + C2(r2)− C2(r)
]

g2.Ïiäðàõóâàòè ñèëó âçà¹ìîäi¨ äëÿ êàíàëiâ
3⊗ 3 = 1⊕ 8 i 3⊗ 3 = 3⊕ 6(êâàðêè íàëåæàòü äî êîëüîðîâîãî òðèïëåòó 3, à àíòèêâàðêè � äî àíòèòðèïëåòó 3).12. Îá÷èñëèòè ïðè÷èííó �óíêöiþ �ðiíà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â 2+1 - âèìiðíîìó ïðîñòîði,òîáòî, ïîðàõóâàòè iíòåãðàë:

D(x, t) =

∫

d3p

(2π)3
e−i(p0t−px)

p2 −m2 + iǫ
, p2 = p20 − p2.Ïîêàçàòè, ùî â áåçìàñîâîìó âèïàäêó �óíêöiÿ D(x, t) çâîäèòüñÿ äî

D(x, t) = − 1

4π

1√
t2 − x2 − iδ

, δ → 0.Ïðèìiòêà. Ñïî÷àòêó âèêîðèñòàòè ïðåäñòàâëåííÿ
1

p2 −m2 + iǫ
= −i

∞
∫

0

dt ei(p
2−m2+iǫ)t,à ïîòiì iíòåãðàë

∞
∫

0

dt tν−1e−
β
t
−γt = 2

(

β

γ

)ν/2

Kν(2
√

βγ), Reβ > 0,Reγ > 0.



13Âðàõóâàòè òàêîæ, ùî �óíêöi¨ Ìàêäîíàëüäà íàïiâöiëîãî ïîðÿäêó çâîäÿòüñÿ äî åëåìåí-òàðíèõ �óíêöié, çîêðåìà,
K−1/2(z) = K1/2(z) =

√

π

2z
e−z.13. �åíåðóþ÷èé �óíêöiîíàë äëÿ âiëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìà¹ âèãëÿä,

Z0(J) = exp

[

i

2

∫

d4xd4yJ(x)Dc(x− y)J(y)

]

.Î÷èñëèòè ÷åòâåðòó ïîõiäíó âiä Z0(J), òîáòî,
(

δ

iδJ(z)

)4

Z0(J),i ïðåäñòàâèòè îäåðæàíi äîäàíêè â âèãëÿäi äiàãðàì.14. �îçãëÿíåìî íàñòóïíèé iíòåãðàë,
I(λ) =

∞
∫

−∞

dx e−
ax2

2
−λx4

4! , a > 0, λ > 0.�îçêëàäàþ÷è åêñïîíåíòó â ðÿä ïî λ, i çäiéñíþþ÷è iíòåãðóâàííÿ ïî x, îäåðæàòè àñèì-ïòîòè÷íèé ðîçêëàä I(λ) ïî ïàðàìåòðó λ.Âiäïîâiäü:
I(λ) =

(

2π

a

)1/2 ∞
∑

n=0

Γ(2n+ 1/2)

Γ(1/2)

1

n!

(

− λ

a23!

)n

,äå Γ(z) ¹ ãàìà-�óíêöiÿ Åéëåðà. Âèçíà÷èòè ðàäióñ çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó.15. Â äðóãîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü ïî λ ïîðàõóâàòè �ïðîïàãàòîð�,
D(a, λ) =

∞
∫

−∞

dx x2 e−
ax2

2
−λx4

4!

∞
∫

−∞

dx e−
ax2

2
−λx4

4!

.Ïðåäñòàâèòè îäåðæàíi äîäàíêè ó âèãëÿäi "äiàãðàì Ôåéìàíà".



1416. Íåõàé "âiëüíà åíåðãiÿ"âèçíà÷åíà iíòåãðàëîì
eF (J) =

∞
∫

−∞

dφ e−S(φ)+Jφ,äå
S(φ) =

1

2
φ2 +

λ

4!
φ4.Âèêîðèñòîâóþ÷ò òîòîæíiñòü

∞
∫

−∞

dφ
d

dφ
e−S(φ)+Jφ = 0,îòðèìàòè íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äëÿ �óíêöi¨ F (J):

dS

dφ

(

φ → d

dJ
+
dF (J)

dJ

)

= J.Äè�åðåíöiþþ÷è öå ðiâíÿííÿ ïî J îòðèìàòè ëàíöþæîê "ðiâíÿííü Øâiíãåðà-Äàéñîíà"äëÿ "�óíêöié �ðiíà"
Gn =

dnF (J)

dJn

∣

∣

∣

J=0
.Âiäïîâiäü äëÿ òðüîõ ïåðøèõ ðiâíÿííü:

G2 +
λ

6
G4 +

λ

2
G2

2 = 1,

G4 +
λ

6
G6 + 2λG2G4 + λG3

2 = 0,

G6 +
λ

6
G8 + 5λG2

4 + 3λG2G6 + 10λG2
2G4 = 0.17. Äîâåñòè íàñòóïíi ðiâíîñòi äëÿ iíòåãðàëiâ Ôåéíìàíà:

1

AB
=

1
∫

0

dx

[xA + (1− x)B]2
=

1
∫

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[xA+ yB]2
,

1

ABn
=

1
∫

0

dxdyδ(x+ y − 1)
nyn−1

[xA + yB]n+1
,

1

AαBβ
=

1
∫

0

dx
xα−1(1− x)β−1

[xA+ (1− x)B]α+β

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
.



1518. Çàñòîñóâàòè ìåòîä iíäóêöi¨ i äîâåñòè íàñòóïíó ðiâíiñòü äëÿ iíòåãðàëà Ôåéíìàíà:
1

A1A2 . . . An
= (n− 1)!

1
∫

0

dx1 . . . dxnδ

(

n
∑

i=1

xi − 1

)

1

[x1A1 + x2A2 + · · ·+ xnAn]
n .19. Äîâåñòè íàéáiëüø çàãàëüíó ðiâíiñòü äëÿ iíòåãðàëà Ôåéíìàíà:

1

Am1

1 Am2

2 . . . Amn
n

=

1
∫

0

dx1 . . . dxnδ

(

n
∑

i=1

xi − 1

)

n
∏

i=1

xmi−1
i

[
∑n

i=1 xiAi]
∑

i mi

Γ(
∑

imi)

Γ(m1) . . .Γ(mn)
.Ïðèìiòêà 1. Â ñïðàâàõ (17)-(19) ïðèéìàòè äî óâàãè, ùî âñi ìíîæíèêè Ai, B ìiñòÿòüií�iíiòåçiìàëüíî ìàëèé äîäàòíié äîäàíîê, òîáòî Ai + iǫ, B + iǫ.Ïðèìiòêà 2. Ñïðàâè (18),(19) ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, ÿêùî âèêîðèñòàòè òîòîæíiñòü

1

(A+ iǫ)s
=

(−i)s
Γ(s)

∞
∫

0

dtts−1eit(A+iǫ), ǫ > 0,äëÿ êîæíîãî ìíîæíèêà, ïîòiì âíîñÿ÷è òîòîæíiñòü äëÿ îäèíèöi,
1 =

∞
∫

0

dρδ

(

n
∑

i=1

ti − ρ

)

,ïiä iíòåãðàë, ç íàñòóïíîþ çìiíîþ çìiííèõ ti → ρti.20. Îá÷èñëèòè íàñòóïíèé iíòåãðàë, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ ïðè îáðàõóâàííi ïîëÿðèçàöi¨ âà-êóóìó â ðîçìiðíié ðåãóëÿðiçàöi¨,
I =

1
∫

0

dxx(1− x)

[m2 − x(1− x)p2]2−n/2
,âèêîðèñòîâóþ÷è

1
∫

0

duuα−1(1− u)β−1(u+ z)−ρ = z−ρB(α, β)F (α, ρ;α+ β;−1/z),

Reα > 0, Reβ > 0, Rez > 0,i ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨ �àóñà,
F (a, b; c; z) = (1− z)−bF (c− a, b; c;

z

z − 1
).



16Ïîêàçàòè, ùî ïîëÿðèçàöiéíèé îïåðàòîðâ â îáëàñòi 0 < p2 < 4m2 ìîæå áóòè çàïèñàíèéÿê
Πµν(p) =

e22[n/2]

48π2

(

m2

4πµ2

)n/2−2

(gµνp
2 − pµpν)Γ(2− n/2)F (2, 2− n/2; 5/2;

p2

4m2
),äå [x] - öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x.Öåé âèðàç äîïóñêàå àíàëèòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â îáëàñòi p2 < 0 i p2 > 4m2. Îñêiëüêiãiïåðãåîìåòðè÷íà �óíêöiÿ F (a, b; c; z) ìà¹ ðîçðiç äëÿ z > 1, ïîëÿðèçàöiéíà �óíêöiÿ ìà¹óÿâíó ÷àñòèíó â îáëàñòi iìïóëüñiâ p2 > 4m2.21. Ñêií÷åíà ÷àñòèíà ïîëÿðèçàöi¨ âàêóóìó ìà¹ âèãëÿä (â ñõåìi âiäíiìàííÿ çà Äàéñîíîì)

Πµν(p) = − e2

2π2
(gµνp

2 − pµpν)

1
∫

0

dxx(1 − x) ln
m2 − x(1− x)p2

m2
.Îá÷èñëèòè iíòåãðàë, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàì, i îäåðæàòè íàñòóïíèéâèðàç â îáëàñòi iìïóëüñiâ 0 < p2 < 4m2:

Πµν(p) = − α

3π
(gµνp

2 − pµpν)

{

1

3
+ 2

(

1 +
2m2

p2

)

[

(

4m2

p2
− 1

)1/2

× arcctg

(

4m2

p2
− 1

)1/2

− 1

]}

.22. Â ïîïåðåäíié ñïðàâi çðîáèòè àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ äî îáëàñòi iìïóëüñiâ p2 > 4m2çà äîïîìîãîþ �îðìóëè
arcctg(iz) = −iarccth(z) = 1

2i
ln
z + 1

z − 1
,i ïîðàõóâàòè óÿâíó ÷àñòèíó ImΠ(p2 + iǫ), äå ñêàëÿðíà �óíêöiÿ Π(p2) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Πµν(p) =
(

gµνp
2 − pµpν

)

Π(p2).23. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ ïîëÿðèçàöi¨ âàêóóìó iç çàâäàííÿ 20, îäåðæàòè ¨¨ âèðàçâ ðîçìiðíîñòi ÷àñó-ïðîñòîðó 1 + 2 (n = 3) äëÿ çâiäíîãî 4× 4 ïðåäñòàâëåííÿ γ ìàòðèö:
Πµν(p) =

(

gµνp
2 − pµpν

)

Π(p2),äå
Π(p2) =

e2m

2πp2

[

−1 +

(

1 +
p2

4m2

)

√

−4m2

p2
arctg

√

− p2

4m2

]

, p2 < 0.



17[Çàóâàæåííÿ: äëÿ çâiäíîãî 4 × 4 ïðåäñòàâëåííÿ γ ìàòðèö íåîáõiäíî �àêòîð 2[3/2] iççàäà÷è 20 çàìiíèòè íà 4.℄Çðîáèòè àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ äî çíà÷åíü p2 > 4m2.24. Ïîðàõóâàòè âëàñíó åíåðãiþ åëåêòðîíà â äðóãîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü â äîâiëü-íié êàëiáðîâöi ξ 6= 1, çàñòîñóâàâøè ðîçìiðíó ðåãóëÿðèçàöiþ. Ïîêàçàòè, ùî çíà÷åííÿ�içè÷íî¨ ìàñè, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ïîëîæåííÿì ïîëþñà ïðîïàãàòîðà, íå çàëåæèòü âiä êà-ëiáðóâàëüíîãî ïàðàìåòðà ξ.IV. Åëåêòðîñëàáêi âçà¹ìîäi¨.1. Çàãàëüíèé âèãëÿä âçà¹ìîäi¨ �åðìiîíiâ çi ñêàëÿðíèìè ïîëÿìè (âçà¹ìîäiÿ Þêàâè) ìà¹âèä:
ψ̄lΓ

lm
i Φiψm.Ç óìîâè iíâàðiàíòíîñòi δ(ψ̄lΓ

lm
i Φiψm) = 0 âiäíîñíî ií�iíiòåçiìàëüíèõ êàëiáðóâàëüíèõïåðåòâîðåíü,
δψl = −talmψmδω

a(x),

δΦi = −T a
ijΦjδω

a(x),îòðèìàòè óìîâè íà íàáið þêàâiâñüêèõ êîíñòàíò çâ'ÿçêó Γlm
i .2. �îçãëÿíóòè êàëiáðóâàëüíó òåîðiþ ç ãðóïîþ SU(3), ÿêà ìiñòèòü ñêàëÿðíå ïîëå ó ïðè-¹äíàíîìó ïðåäñòàâëåííi. Êiíåòè÷íèé äîäàíîê ìà¹ â öüîìó âèïàäêó âèãëÿä:

tr[(DµΦ)
†DµΦ],äå DµΦ = ∂µΦ + ig[Aµ,Φ] - äiÿ êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ íà ïîëå ó ïðè¹äíàíîìó ïðåäñòàâ-ëåííi, Φ = ΦaT a, T a - ãåíåðàòîðè ãðóïè. Íåõàé ïîëå Φ íàáóâà¹ âàêóóìíå ñåðåäíå

〈Φ〉 = Φ0 = |φ|











1 0 0

0 1 0

0 0 −2











,ÿêå ïîðóøó¹ ïî÷àòêîâó ñèìåòðiþ SU(3) äî ñèìåòði¨ SU(2) × U(1). Âèçíà÷èòè ÿêi çêàëiáðóâàëüíèõ áîçîíiâ Aa
µ íàáóâàþòü ìàñó i ïîðàõóâàòè ¨õ.



183. Òå ñàìå çàâäàííÿ äëÿ âèïàäêó âàêóóìíîãî ñåðåäíüîãî
〈Φ〉 = Φ0 = |φ|











1 0 0

0 −1 0

0 0 0











.Ó öüîìó âèïàäêó âèçíà÷èòè òàêîæ çàëèøêîâó ñèìåòðiþ.4. �îçãëÿíóòè êàëiáðóâàëüíó òåîðiþ ç ãðóïîþ SU(3), ÿêà ìiñòèòü ñêàëÿðíå ïîëå ó �óí-äàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåííi ç âàêóóìíèì ñåðåäíiì
〈Φ〉 = Φ0 =

1√
2











0

0

v











.Çíàéòè ñïåêòð ìàñ êàëiáðóâàëüíèõ áîçîíiâ i çàëèøêîâó ñèìåòðiþ.


