
ГЛАДКI МНОГОВИДИ ТА ВIДОБРАЖЕННЯ

ЛИСТОК 1. ВСТУП ДО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОЇ ГЕОМЕТРIЇ

1. Нехай M – топологiчний многовид. Доведiть:
(1) будь-який гладкий атлас A на M мiститься в деякому максимальному атласi Â.
(2) два гладких атласи A1 i A2 на M мiстятья в одному максимальному атласi тодi i тiльки тодi,

коли A1 ∪ A2 – гладкий атлас.

2. Для k ∈ Z>0 нехай Ak = {(R1, hk : R1 → R1) |hk(x) = xk}.
(1) Доведiть, що при парних k множина Ak не є атласом на R1, а при непарних k множина Ak –

атлас на R1.
(2) Нехай Âk – гладка структура на R1, породжена атласом Ak. Доведiть, що гладкi структури Âk

рiзнi при рiзних k.

3. Для кожного r > 0 розглянемо вiдображення φr : R→ R, що задане формулою:

φr(t) =

{
t, t ≤ 0,

rt, t ≥ 0.

Доведiть, що атласи {(R, φr)}r≥0 задають нескiнченну сiм’ю гладких структур на R.

4. Нехай S1 = {x ∈ R2 | ‖x‖ = 1} – одиничне коло в R2. Розглянемо вiдкритi множини V0, V1 ⊂ S1 i
вiдображення φi : Vi → R, що заданi формулами

V0 = {(cosα, sinα) |α ∈ (0, 2π)}, V1 = {(cosα, sinα) |α ∈ (−π, π)}, φi(cosα, sinα) = α,

де i = 0, 1. Доведiть, що A∗ = {(V0, φ0), (V1, φ1)} – гладкий атлас на S1.

5. Нехай Sn = {x ∈ Rn +1 | ‖x‖ = 1} – одинична n-вимiрна сфера у Rn. Для i = 1, . . . , n+1 розглянемо
такi пiдмножини U±

i

U+
i = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Sn |xi > 0}, U−

i = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Sn |xi < 0}
та вiдображення φ±i : U±

i → Rn заданi формулою

φ±i (x1, x2 . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Доведiть, що множина An = {(U±
i , φ

±
i )}n+1

i=1 є гладким атласом на Sn.

6. Доведiть, що атласи A∗ з Вправи 4 та A1 з Вправи 5 еквiвалентнi.

7. Нехай S1 = {z ∈ C | |z| = 1} – одиничне коло на компдекснiй площинi C i x : C − {i} → C,
y : C− {−i} → C – вiдображення заданi формулами:

x(z) =
i+ z

1 + iz
, y(z) =

1 + iz

i+ z
.

Використовуючи вiдображення x, y доведiть, що S1 – 1-одновимiрний пiдмноговид C ∼= R2.

8. Нехай Q = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 = 1, 0 < z < h} – цилiндр в R3, h > 0. Використовуючи атлас для
S1 з Вправи 4 або Вправи 5 побудуйте атлас на Q.

9. Нехай Mat(n × m,R) – множина всiх (n × m)-матриць з дiйсними коефiцiєнтами. Доведiть, що
Mat(n×m,R) є гладким многовидом.

10. Доведiть, що множина GL(n,R) усiх лiнiйних iзоморфiзмiв T : Rn → Rn є гладким многовидом
(Пiдказка: скористайтесь Вправою 9).

Date: 30 березня 2020 р.
1



11. Нехай RPn = {множина усiх 1-вимiрних лiнiйних пiдпросторiв в Rn+1}. Розглянемо вiдображення
проекцiї π : Rn+1 − {0} → RPn, яке визначене так:

π(x) = {пряма, що проходнить через 0 i точку x}.
Для точки x ∈ Rn+1 − {0} через [x] будемо позначати її клас в RPn, тобто π(x) = [x].

(1) Для кожного i = 1, 2, . . . , n + 1 нехай Ũi ⊂ Rn+1 − {0} – множина усiх точок у яких i-та
координата не рiвна 0 :

Ũi = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 − {0} |xi 6= 0},

i нехай Ui = π(Ũi). Доведiть, що Ui – вiдкрита.
(2) Для кожного i = 1, 2, . . . , n+ 1 визначемо вiдображення φi : Ui → Rn за формулою:

φi[x
1, x2, . . . , xn+1] =

(x1
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn+1

xi

)
,

Доведiть, що вiдображення φi є коректно визначеним.
(3) Доведiть, що простiр RPn є топологiчним n-многовидом (Пiдказка: для доведення локальної

евклiдовостi скотистайтесь побудованими вiдображеннями φi).
(4) Доведiть, що множина A = {(Ui, φi)}n+1

i=1 є гладким атласом на RPn. Многовид RPn з гладкою
структурою, породженою A називається n-вимiрним (дiйсним) проективним простором.

12. Узагальнiть конструкцiю з Вправи 11 на випадок комплексного проективного простору

CPn = {множина усiх 1-вимiрних (над C) лiнiйних пiдпросторiв в Cn+1}.

Гладкi вiдображення

13. Нехай f : N → M i g : M → P – гладкi вiдображення мiж многовидами M,N,P . Доведiть, що
g ◦ f : N → P – гладке.

14. Нехай U – вiдкрита множина в гладкому многовидi M i φ : U → f(U) ⊂ Rn – дифеоморфiзм на
вiдкриту пiдмножину Rn. Доведiть, що (U, φ) – карта у гладкiй структурi на M .

15. Розглянемо гладкi многовиди з Вправи 2 Листка 1. Доведiть, що многовиди (R1, Âk) i (R1, Âl) є
диферморфними.

16. Чи будуть гладкi многовиди з Вправи 1.3 Листка 1 дифеоморфними?

17. Нехай M,N – гладкi многовиди i f : M → N – дифеоморфiзм. Доведiть, що dimM = dimN.

18. Нехай M – гладкий многовид. Доведiть, що множина Diff(M), що складається з дифеоморфiзмiв
M є групою вiдносно композицiї вiдображень.

19. Чи будуть наступнi вiдображення диффеоморфiзмами:
(1) f : R2 → R2, f(x, y) = (xey, y),
(2) f : R2 → R2, f(x, y) = (xey + y, xey − y),
(3) f : R3 → R3, f(x, y, z) = (2x, y, z − xy)?

20. Нехай M1,M2 та N – гладкi многовиди. Доведiть, що вiдображення (f1, f2) : N → M1 × M2 –
гладке тодi i тiльки тодi, коли fi : N →Mi – гладке, i = 1, 2.

21. Доведiть, що обмеження функцiї y : R2 → R, y(a, b) = b на одиничне коло S1 – гладка функцiя.

22. Нехай S2 – одинична сфера в R3 i f : S2 → R, f(x, y, z) = z – функцiя висоти. Доведiть, що f –
гладка.

23. Доведiть, що f : RP 2 → R, f [x, y, z] = yz+xz+xy
x2+y2+z2 є коректно визначеною та гладкою функцiєю.

24. Нехай f : R3 → R3 – вiдображення, задане формулою f(x, y, z) = (x cos z−y sin z, x sin z+y cos z, z).
Доведiть, що f |S2 – дифеоморфiзм одиничної сфери S2.

25. Доведiть, що
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(1) S1 = {z ∈ C | |z| = 1} – група Лi вiдносно множення,
(2) добуток G1 ×G2 груп Лi G1 та G2 – група Лi,
(3) GL(n,R) – група Лi вiдносно звичайних операцiй.
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