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Стабiлiзаторний формалiзм (продовження)

Нехай ми маємо набiр елементiв tg1, . . . , gku з групи Паулi на n
кубiтах.

1. Як перевiрити, що пiдгрупа G “ xg1, . . . , gky яку вони
генерують, це стабiлiзаторний код типу rn, n ´ ks, тобто gi
комутують, ´I R G , та gi незалежнi?
2. Як потiм знайти додатковi генератори hi , такi що
tg1, . . . , gk , p´1qb1h1, . . . , p´1qbn´khn´ku будуть утворювати код
типу rn, 1s (тобто кодувати стабiлiзаторний стан)?

´I R G еквiвалентно тому, що @i g2
i “ I .
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Зображення елеменiв групи Паулi
Нехай g P Πn. Поставимо у вiдповiднiсть до g вектор-рядок
bpgq довжини n ` n, що складається iз бiтiв, наступним чином.

Якщо g на i-му кубiтi дiє як I , то на мiсцях i та n ` i вектору
bpgq будуть стояти 0 та 0.
Якщо g на i-му кубiтi дiє як X , то на мiсцях i та n ` i вектору
bpgq будуть стояти 1 та 0.
Дiї Z будуть вiдповiдати 0 та 1, а дiї Y вiдповiдають 1, 1.
Фаза генератору неважлива.

Наприклад, якщо

g “ ´iY b X b I b Z b Z ,

то йому буде вiдповiдати вектор

bpgq “
“

1 1 0 0 0 | 1 0 0 1 1
‰

“
“

b1pgq | b2pgq
‰

.
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Зображення елеменiв групи Паулi

Не важко бачити, що два елементи g , g 1 P Πn комутують тодi i
лише тодi, коли

bpgq

„

0 In
In 0

ȷ

bpg 1qT “ b1pgq ¨ b2pg 1q ` b2pgq ¨ b1pg 1q “ 0

(по модулю 2).

Для набору генераторiв tg1, . . . , gku визначають так звану
провiрочну матрицю, в якiй рядки це вектори bpgi q. Наприклад,
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Провiрочна матриця

Теорема
Елементи tg1, . . . , gku, якi комутують i не породжують ´I ,
незалежнi тодi й лише тодi, коли вектори tbpg1q, . . . , bpgkqu

лiнiйно незалежнi, тобто провiрочна матриця має ранг k (у полi
F2).
Доведення
Не важко перевiрити, що bpgq ` bpg 1q “ bpgg 1q, тобто
додавання вiдповiдних векторiв вiдповiдає множенню елементiв
групи. Виходить, що для лiнiйної комбiнацiї

ÿ

i

aibpgi q “ bp
ź

i

gai
i q.

Але ж bpgq “ 0 тiльки якщо g “ λI , i з умов випливає що
λ “ 1. Тож лiнiйна комбiнацiя може бути нулем тiльки якщо
ś

i g
ai
i “ I , тобто є залежнiсть (для aj “ 1 можна виразити

gj “ g´1
j через iншi).
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Стандартна форма стабiлiзаторного коду

Нехай xg1, . . . , gn´ky це стабiлiзаторний код типу rn, ks, а G
його провiрочна матриця розмiру n ´ k ˆ 2n, тобто

G “
“

G1 | G2

‰

.

Маємо, що
Перестановка генераторiв (перестановка iндексiв)
вiдповiдає перестановцi рядкiв матрицi G ;
Перестановка кубiтiв вiдповiдає перестановцi стовпчикiв в
кожнiй з половинок G1, G2;
Замiна генератору gi на gigj , i ‰ j , вiдповiдає додаванню
рядка j до рядка i у матрицi G .
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Стандартна форма стабiлiзаторного коду

За допомогою цих перетворень методом Гауса матрицю G
можна звести до

де r це ранг G1. Далi, методом Гауса спрощуємо матрицю E i
отримуємо

Останнi s генераторiв мають комутувати з першими r , але це
можливо лише якщо D2 “ 0, s “ 0.
Також ми можемо звести C1 до 0 додаванням рядкiв.
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Стандартна форма стабiлiзаторного коду
Загалом виходить, що G можна звести до наступної форми:

Будь-яку таку форму провiрочної матрицi називають
стандартною формою (взагалi кажучи, вона не унiкальна).

По цiй формi зручно визначати додатковi генератори hi , що
комутують мiж собою, усiма gi та разом утворють незалежну
систему. Наприклад, hi можна взяти такi, що їх провiрочна
матриця H буде мати вигляд

H “
“

0 0 0 | AT
2 0 I

‰

,

де розмiри блокiв вiдповiдають розмiрам блокiв у стандартнiй
формi G .
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Логiчнi кубiти та операцiї

Як зазначалося на попереднiй лекцiї, додатковi hi дозволяють
визначити кодування логiчних кубiтiв стабiлiзаторного
пiдпростору:

|b1b2 . . . bkyL Ø xg1, . . . , gn´k , p´1qb1h1, . . . , p´1qbkhky

Бiльше того, при цьому генератори hi можна ототожнити з
логiчними Z̄i :

Z̄i |b1b2 . . . bkyL “ p´1qbi |b1b2 . . . bkyL .

Логiчним X̄j будуть вiдповiдати оператори fj P Πn, що
fjhj “ ´hj fj та fj комутують з iншими генераторами коду.
В попередньому прикладi їх можна отримати з матрицi

F “
“

0 ET I | CT 0 0
‰

.
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Логiчнi кубiти та операцiї

Знання логiчних Z̄i та X̄i достатньо для того, щоб визначити
будь-який iнший логiчний оператор. Адже Ȳi “ ´i X̄i Z̄i , а всi
оператори виду

M1 b ¨ ¨ ¨ b Mk

де кожне Mi це одне з Ii , X̄i , Ȳi , Z̄i , утворють базис усього
простору лiнiйних операторiв (розмiрностi 4k), тобто будь-який
оператор це їх лiнiйна комбiнацiя.

Наприклад, логiчний CNOT можна визначити iз рiвностi

CNOT “
1

2
pI ` Z q b I `

1

2
pI ´ Z q b X .

Як краще реалiзувати логiчнi операцiї залежить вiд конкретних
кодiв.
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Топологiя зв’язкiв мiж кубiтами.

Для реалiзацiї будь-якого унiтарного перетворення на кубiтах
достатньо вмiти застосовувати однокобутнi перетворення та
двокубiтнi CNOTk,l . Але двокубiтнi CNOTk,l насправдi потрiбнi
не мiж усiма кубiтами, деякi можна виразити через iншi.
Наприклад,

CNOT1,3 “ SWAP1,2 ¨ CNOT2,3 ¨ SWAP1,2

Зв’язкi мiж кубiтами на квантовому комп’ютерi (тобто пари
кубiтiв, де ми можемо застосовувати CNOT) утворюють граф,
який називають топологiєю квантового комп’ютера.

Необхiдною умовою є зв’язнiсть цього
графа. Зазвичай, кубiти розташовують на
площинi та з’єднують вiдповiдно до
планарної решiтки.
Топологiя 53-х кубiтного Google Sycamore:
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Поверхневi коди. Торичний код.
Поверхневими називають клас кодiв корекцiї квантових
похибок, якi для кодування використовують набiр кубiтiв,
зв’язки мiж якими дозволяють їх розташувати на якiйсь
поверхнi.

Найпершим прикладом був торичний код А. Кiтаєва (1997).
В цьому кодi 2n2 кубiтiв розташованi на сторонах квадратної
решiтки, яка циклiчна по обох осях, тобто можна вважати, що
вона лежить на поверхнi тора.
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Торичний код

Торичний код є стабiлiзаторним. В якостi генераторiв берeться
n2 операторiв As та n2 операторiв Bt :

As “
ź

iPstarpsq

Xi “ Xi1 b Xi2 b Xi3 b Xi4 ,

Bt “
ź

jPtileptq

Zj “ Zj1 b Zj2 b Zj3 b Zj4 .

Всi As ,Bt комутують мiж собою i не породжують ´I . Вони є
залежнi бо

ś

s As “ I та
ś

t Bt “ I . Але набiр стане
незалежним якщо викинути один з генераторiв As та один з
генератор Bt . Це виходить стабiлiзаторний код типу r2n2, 2s,
тобто вiн кодує 2 логiчнi кубiти.
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Торичний код

Через Z̄1 позначимо добуток Zj по
однiй з вертикалей, а через Z̄2

добуток Zj по однiй з
горизонталей. Аналогiчно, X̄1

добуток Xi по однiй з
горизонталей, а X̄2 це добуток Zj

по однiй з вертикалей.

Оператори Z̄1, Z̄2 комутують мiж собою i з усiма As , Bt . Разом
вони задають кодування логiчних кубiтiв:

|00yL Ø xtAsu
1, tBtu

1, Z̄1, Z̄2y,

|01yL Ø xtAsu
1, tBtu

1, Z̄1,´Z̄2y,

|10yL Ø xtAsu
1, tBtu

1,´Z̄1, Z̄2y,

|11yL Ø xtAsu
1, tBtu

1,´Z̄1,´Z̄2y,
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Торичний код. Виправлення похибок.

Будемо казати, що стандартна похибка - це операцiї Z на
якiйсь пiдмножинi кубiтiв, разом iз X на якiйсь пiдмножинi
кубiтiв. Всi iншi похибки (унiтарнi оператори) це лiнiйнi
комбiнацiї стандартних похибок. Дiя стандартної похибки E на
торичний код змiнить його на код

xtEAsE
:u1, tEBtE

:u1y “ xt˘Asu
1, t˘Btu

1y

де ´1 перед генератором з’явиться якщо E антикомутувала з
ним, `1 залишиться у випадку комутацiї.

Як i в будь-якому стабiлiзаторному кодi, синдромнi
вимiрювання вiдповiдають операторам tAsu

1, tBtu
1. Разом вони

дадуть вiдповiдний набiр ˘1.
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Торичний код. Типи Z похибок.

Тривiальнi, якi не вiдстежуються,
але i не змiнюють стан логiчних
кубiтiв. Вiдповiдають границi
замкненої областi.

Вiдстежуванi, тобто якi покажуть
нетривiальнi синдромнi
вимiрювання.

Невiдстежуванi, якi призводять до
змiни логiчного стану.
Вiдповiдають лiнiї, що проходить
крiзь тор.
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Посилання

Стабiлiзаторний формалiзм
https://arxiv.org/abs/quant-ph/9705052

Торичний код
https://arxiv.org/abs/quant-ph/9707021
https://www.youtube.com/watch?v=M25fBmF9XR0
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Завдання

1. Знайти приклад g для якого

bpgq “
“

0 1 0 1 1 | 0 0 1 0 1
‰

.

2. Довести, що bpgq ` bpg 1q “ bpgg 1q для будь-яких g , g 1 з
n-арної групи Паулi.

3. Нехай на торичному кодi з 2n2 кубiтiв сталася помилка Y
рiвно на одному з кубiтiв. Скiльки синдромних вимiрювань
серед tAsu, tBtu (тобто 2n2 штук) покажуть ´1?
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