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Стабiлiзаторний формалiзм

Бiльшiсть винайдених кодiв для корекцiї квантових похибок
можна описати за допомогою мови, яку називають
стабiлiзаторним формалiзмом. В нiй iснують три основнi
поняття:

Стабiлiзаторна група
Стабiлiзаторнi стани та пiдпростори станiв
Стабiлiзаторнi гейти та схеми, що з них складаються
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U-стабiльний вектор та пiдпростiр

Будемо казати, що унiтарний оператор U є стабiлiзатором для
|ψy, якщо U |ψy “ |ψy. Iншими словами, |ψy є власним
вектором U iз власним значенням 1.

При цьому кажуть, що |ψy є стабiльним вiдносно U, або ж
U-стабiльним. Зрозумiло, що будь-яка лiнiйна комбiнацiя
стабiльних векторiв є стабiльним вектором вiдносно U.

Пiдпростiр зi стабiльних векторiв U називають стабiльним
вiдносно U. Тобто це пiдпростiр векторiв, що вiдповiдають
власному значенню 1 оператора U.
Зрозумiло, що вiн буде також стабiльним i для U´1.
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Стабiлiзаторна група

Для двох операторiв U та V одночасно стабiльним є пiдпростiр,
що є перетином стабiльних пiдпросторiв для U та для V . Цей
перетин також є стабiльним i для добуткiв UV , VU.

Загалом, якщо |ψy стабiльний вiдносно U1,U2, . . . ,Uk , то вiн
стабiльний i вiдносно групи G “ xU1,U2, . . . ,Uky, що ними
породжена. В такому випадку будемо казати, |ψy є
G -стабiльним.

Зауважимо, що якщо U та V антикомутують, тобто
UV “ ´VU, то така пара немає одночасно стабiльних векторiв.
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Стабiлiзаторна група для стану Бела

Наприклад, розглянемо стан Бела

|ψy “
1

?
2

p|00y ` |11yq.

Вiн стабiлiзується операторами X b X , Z b Z (а значить i
групою, що ними породжена).
З iншого боку, перетин стабiльних пiдпросторiв для цих двох
операторiв має розмiрнiсть 1. Тож стабiльний стан для обох
операторiв єдиний з точнiстю до глобальної фази.

Загальна iдея стабiлiзаторного формалiзму – кодувати
(математично) стан за допомогою групи операторiв, що його
стабiлiзують. Але робиться це для операторiв спецiального
виду.
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Група Паулi

Матрицi Паулi

I “ σ0 “

ˆ

1 0
0 1

˙

, X “ σ1 “

ˆ

0 1
1 0

˙

,

Y “ σ2 “

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, Z “ σ3 “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

за операцiєю множення породжують пiдгрупу унiтарних
матриць, яку називають групою Паулi.

Вона складається з 16-ти елементiв:

Π “ t˘I ,˘iI ,˘X ,˘iX ,˘Y ,˘iY ,˘Z ,˘iZu “

te ikπ{2σl | k , l P t0, 1, 2, 3uu.
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n-арна група Паулi

Для n кубiтiв n-арною групою Паулi називають пiдгрупу
унiтарних матриць, яка складається з усiх можливих n-арних
тензорних добуткiв матриць Паулi. Вона складається з матриць

Πn “ te ikπ{2A1bA2b¨ ¨ ¨bAn | k P t0, 1, 2, 3u,Aj P tσ0, σ1, σ2, σ3uu

i має порядок 4n`1.

Кожна матриця типу A “ A1 b A2 b ¨ ¨ ¨ b An має рiвно 2 власнi
значення ˘1, кратностi 2n´1 кожне (окрiм тривiального
випадку A “ I ).

Будь-якi двi матрицi M,N P Πn або комутують, або
антикомутують, тобто MN “ NM або MN “ ´NM.
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Стабiлiзаторнi пiдгрупи n-арної групи Паулi
Нехай пiдгрупа G Ă Πn породжена k операторами, тобто

G “ xg1, g2, . . . , gky.

Причому,
1 gi попарно комутують
2 ´I R G (що еквiвалентно тому, що @i g2

i “ I , gi ‰ ´I )
3 усi gi незалежнi, тобто пiдгрупа G не може бути породжена

меншою пiдмножиною tgiu

Тодi
1 G абелева (будь-якi 2 елементи комутують)
2 G має порядок 2k (загальний елемент має вигляд

gb1
1 gb2

2 . . . gbk
k , bi P B)

3 G стабiлiзує пiдпростiр розмiрностi 2n´k , якому вiдповiдає
проектор

1

2k

k
ź

i“1

pI ` gi q.
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Стабiлiзаторний код та стани

Таку пiдгрупу з її стабiлiзаторним пiдпростором називають
стабiлiзаторним кодом типу rn, n ´ ks.

Оскiльки стабiлiзаторний пiдпростiр має розмiрнiсть 2n´k , то
його можна ототожнити iз простором станiв квантової системи,
що складається з n ´ k кубiтiв.

У випадку, коли k “ n, стабiлiзаторний пiдпростiр буде мати
розмiрнiсть 1, тож вiн породжений єдиним станом. Усi стани
такого типу називають стабiлiзаторними станами.

Лекцiя 10 Квантовi обчислення 9 / 25



Кодування стабiлiзаторного пiдпростору

Нехай G Ă Πn це стабiлiзаторна пiдгрупа. Тодi iснують
оператори h1, h2, . . . , hn´k P Πn такi, що

tg1, g2, . . . , gk , h1, h2, . . . , hn´ku

– незалежнi, комутують та не породжують ´I .
Бiльше того, для будь-яких bi P B оператори

tg1, g2, . . . , gk , p´1qb1h1, p´1qb2h2, . . . , p´1qbn´khn´ku

мають такi ж властивостi. Стабiлiзаторний стан для пiдгрупи,
що породжена таким набором, будемо позначати як

|b1b2 . . . bn´kyL

Цi 2n´k стабiлiзаторних станiв є базисом стабiлiзаторного
простору для G .
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Приклад стабiлiзаторного кодування
Згадаємо, що у 3-х кубiтному bit flip кодi |0y Ñ |000y,
|1y Ñ |111y. Позначимо

g1 “ Z1Z2 “ Z b Z b I , g2 “ Z2Z3 “ I b Z b Z .

Тодi для G “ xg1, g2y стабiлiзаторний пiдпростiр як раз буде
спiвпадати зi spant|000y , |111yu. В якостi h1 можна взяти
Z1 “ Z b I b I . Тодi |000y це стабiлiзаторний стан для

xZ1Z2,Z2Z3,Z1y “ xZ1,Z2,Z3y,

а |111y це стабiлiзаторний стан для

xZ1Z2,Z2Z3,´Z1y “ x´Z1,´Z2,´Z3y.

Також використовують наступний запис для цього коду:

ZZI

IZZ

˘ZII
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Дiя гейтiв

Нехай пiдгрупа G Ă Πn стабiлiзує пiдпростiр VG . Тобто для
@g P G ,@ |ψy P VG : g |ψy “ |ψy. I нехай U це будь-який
унiтарний оператор. Тодi

UgU:U |ψy “ U |ψy .

Це означає, що U |ψy стабiлiзується UgU:. А значить i весь
пiдпростiр UpVG q стабiлiзується спряженою пiдгрупою
UGU: :“ tUgU: | g P Gu. Зокрема, якщо G “ xg1, . . . , gky, то
UGU: “ xUg1U

:, . . . ,UgkU
:y. Тобто пiдпростiр UpVG q можна

закодувати набором стабiлiзаторiв tUg1U
:, . . . ,UgkU

:u.

Якщо U P Πn, то UGU: Ă Πn, тобто пiдгрупа буде такого
самого типу. Це, зокрема, означає, що стабiлiзаторний стан
перейде у стабiлiзаторний стан пiд дiєю U.
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Група Клiфорда

Але iснують й iншi оператори U, якi зберiгають групу Паулi при
дiї спряженням. Нагадаємо, що

H “
1

?
2

ˆ

1 1
1 ´1

˙

, S “

ˆ

1 0
0 i

˙

.

Виконуються наступнi рiвностi:

HXH “ Z , HYH “ ´Y , HZH “ X ,

SXS: “ Y , SYS: “ ´X , SZS: “ Z .

До того ж, операцiя CX (CNOT) також зберiгає групу Паулi:

CX ¨ pX b I q ¨ CX “ X b X , CX ¨ pI b X q ¨ CX “ I b X ,

CX ¨ pZ b I q ¨ CX “ Z b I , CX ¨ pI b Z q ¨ CX “ Z b Z .
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Група Клiфорда

Унiтарнi операцiї, якi зберiгають n-арну групу Паулi при дiї
спряженням, утворюють групу, яку називають групою
Клiфорда.

Групу Клiфорда можна породити лише операцiями H, S ,CNOT .
Елементи групи Клiфорда називають стабiлiзаторними
гейтами, а схеми з них – стабiлiзаторними схемами.

Теорема
Будь-який стабiлiзаторний стан можна отримати з |00 . . . 0y

дiєю якогось стабiлiзаторного гейту.
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Дiя вимiрювань

Нехай |ψy це стабiлiзаторний стан, що має код xg1, . . . , gny.
Нехай g P Πn, g2 “ I , яке ми будемо розумiти як таке, що задає
вимiрювання (воно розбиває простiр в пряму суму двох власних
просторiв з власними значеннями `1,´1).

Який буде результат вимiрювання та новий стан пiсля нього?

Можливi два випадки
1 g комутує з усiма gi
2 g антикомутує з деякими gi

Розберемо їх.
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Дiя вимiрювань

В першому випадку виходить, що або g або ´g стабiлiзують
|ψy. Дiйсно, маємо gig |ψy “ ggi |ψy “ g |ψy. Тож g |ψy

належить до стабiлiзацiйного пiдпростору коду xg1, . . . , gny,
тобто до spant|ψyu. А значить g |ψy “ λ |ψy “ ˘ |ψy.

Це означає, що при g |ψy “ |ψy результатом вимiрювання буде
мiтка `1 з ймовiрнiстю 1, а при g |ψy “ ´ |ψy буде мiтка ´1 з
ймовiрнiстю 1. При цьому новий стан залишиться таким самим.
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Дiя вимiрювань, випадок 2

Другий випадок можна звести до такого, в якому g
антикомутує з g1 та комутує з усiма iншими, за допомогою
змiни генераторiв коду. Наприклад, якщо g також антикомутує
з g2, то g буде комутувати з g1g2. Ми тодi просто замiнюємо
генератор g2 на g1g2 у кодi.
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Дiя вимiрювань, випадок 2

Проектори, що вiдповiдають вимiрюванню g , можна записати
як P` “ pI ` gq{2, P´ “ pI ´ gq{2. Для ймовiрностей будемо
мати

p` “ xψ| pI ` gq{2q |ψy , p´ “ xψ| pI ´ gq{2q |ψy .

Оскiльки g1 |ψy “ |ψy та g1g “ ´gg1, то

xψ| g1pI ´ gq{2qg1 |ψy “ xψ| pI ` gq{2q |ψy .

Тобто p´ “ p`, а значить вони дорiвнюють по 1{2.
Новим станом пiсля вимiрювання буде |ψ˘y “ 1?

2
pI ˘ gq |ψy.

Не важко бачити, що стабiлiзацiйним кодом для |ψ`y буде
x`g , g2, . . . , gny, а для |ψ´y буде x´g , g2, . . . , gny.
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Вiдстеження та виправлення похибок

Нехай G “ xg1, . . . , gky Ă Πn це якiйсь стабiлiзацiйний код типу
rn, n ´ ks. Вiн задає пiдпростiр VG розмiрностi 2n´k .

Припустимо, що на елемент |ψy P VG подiяла якась похибка
e P Πn, тобто |ψy перейшов у стан e |ψy.

Коли i яким чином її можна вiдстежити i виправити?

Ясно, що якщо e P G , то виправляти нiчого не доведеться.
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Вiдстеження та виправлення похибок

Якщо e антикомутує з деякими gi (тобто egie
: “ ´gi ), то e |ψy

потрапить до пiдпростору epVG q, код якого буде мати тип
x˘g1,˘g2, . . . ,˘gky.

Щоб визначити таку помилку проведемо k вимiрювань, що
вiдповiдають g1, g2, . . . , gk . Вони дадуть нам k значень ˘1 (i
при цьому не змiнять стан e |ψy). По цим значенням ми
знаходимо помилку i робимо вiдновлення.
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Множина похибок, що виправляються

Проблемними є похибки e P Πn такi, що e комутує з усiма gi
(тобто e належить нормалiзатору NpG q), але e R G . Таку
множину позначають як NpG qzG . Вважатимемо, що такi
похибки ми виправляти не можемо для коду G .
Загалом, маємо наступну основну теорему

Теорема
Нехай ми маємо код G “ xg1, . . . , gky Ă Πn. Припустимо, що
e1, . . . , em P Πn такi, що e:

kej R NpG qzG для будь-яких k , j . Тодi
множина te1, . . . , emu є множиною похибок, що виправляються
кодом G .
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Приклад

Повернемося до прикладу bit flip коду, що заданий
G “ xg1, g2y “ xZ1Z2,Z2Z3y. Для цього коду множина помилок
tI ,X1,X2,X3u є множиною похибок, що ним виправляються.
Адже їх попарнi добутки антикомутують або з g1 “ Z1Z2 або з
g2 “ Z2Z3.

Наприклад, для X1 маємо X1g1X1 “ ´g1, X1g2X1 “ g2. Тож
при такiй похибцi стабiлiзатор перейде у x´Z1Z2,Z2Z3y.

Синдромнi вимiрювання, що вiдповiдають g1, g2, при цьому
дадуть ´1,`1. Для X2 синдром буде ´1,´1, а для X3 буде
`1,´1.

По синдрому застосовуємо обернену операцiю похибки для
виправлення. Якщо синдром для двох похибок однаковий, то
можна використати будь-яку з них для випаравлення.

Лекцiя 10 Квантовi обчислення 22 / 25



5-кубiтний оптимальний код виправлення однокубiтної
помилки

Оптимальний код для виправлення будь-якої однокубiтної
помилки виглядає як

XZZXI

IXZZX

XIXZZ

ZXIXZ

˘ZZZZZ

де X̄ “ XXXXX , Z̄ “ ZZZZZ – це логiчнi X та Z .
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5-кубiтний оптимальний код виправлення однокубiтної
помилки

Таблиця синдромiв для нього це

Бiльш детально див. https://en.wikipedia.org/wiki/
Five-qubit_error_correcting_code
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Завдання

1. Знайти стабiлiзаторний стан |ψy на трьох кубiтах, що
вiдповiдає

G “ xg1, g2, g3y “ xY1,X2X3,Z2Z3y,

2. Знайти вiдповiдний код G 1 для стану
|ψ1y “ H1H2 |ψy “ pH b H b I q |ψy (див. “дiя гейтiв”),

3. По коду G 1 визначити можливi результати вимiрювання |ψ1y,
що вiдповiдає g “ Y1.
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