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Матриця перетворення Фур’є
Нехай N ą 0, через ω “ e2πi{N позначимо примiтивний корiнь
степеня N з одиницi. Матрицею Фур’є називають матрицю
розмiру N ˆ N, що складається з коефiцiєнтiв tωij{

?
Nu

N´1
i ,j“0:

FN “
1

?
N

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 1 . . . 1
1 ω ω2 . . . ωN´1

...
...

...
. . .

...
1 ωN´1 ω2pN´1q . . . ωpN´1qpN´1q

˛

‹

‹

‹

‚

Ця матриця є унiтарною, а обернена до неї матриця F´1
N “ F :

N

має коефiцiєнти tω´ij{
?
Nu

N´1
i ,j“0. Тобто F :

N “ FN .
Матриця F´1

N вiдповiдає перетворенню N чисел txku
N´1
k“0 P C

при дискретному перетвореннi Фур’є:

rxk “
1

?
N

N´1
ÿ

l“0

ω´klxl
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Квантове перетворення Фур’є

У випадку N “ 2n ця матриця визначає квантове перетворення
Фур’є :

F2n “
1

?
2n

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 1 . . . 1
1 ω ω2 . . . ω2n´1

...
...

...
. . .

...
1 ω2n´1 ω2p2n´1q . . . ωp2n´1qp2n´1q

˛

‹

‹

‹

‚

що дiє на просторi станiв системи з n кубiтiв.

Квантове перетворення Фур’є має численнi застосування в
конструюваннi квантових алгоритмiв. Хоча F2n i має розмiр
2n ˆ 2n, ї ї можна реалiзувати за допомогою порядку Opn2q

примiтивних гейтiв (CNOT та однокубiтних).
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Дiя перетворення Фур’є F2n на стандартний базис

Для bi P B позначимо

0.b1b2...bn “ pb1b2...bnq2{2n “ b1{2 ` b2{4 ` ¨ ¨ ¨ ` bn{2n,

тобто це двiйковий дробовий запис.

Має мiсце наступна лема
Лема

F2n |b1b2 . . . bny “

“
1

2n{2
p|0y ` e2πi0.bn |1yq b p|0y ` e2πi0.bn´1bn |1yqb

¨ ¨ ¨ b p|0y ` e2πi0.b1b2...bn |1yq.
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Дiя перетворення Фур’є F2n на стандартний базис

Доведення.
Позначимо b “ pb1b2 . . . bnq2. Для k “ 0, . . . , n ´ 1 маємо:

0.bk`1 . . . bn “ b1 . . . bk .bk`1 . . . bn mod 1 “

“ pb1b2 . . . bnq2 ¨ 2k{2n ´ pb1b2 . . . bkq2 mod 1 “ b ¨ 2k{2n mod 1,

Звiдси
e2πi0.bkbk`1...bn “ e2πi ¨b¨2k{2n .
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Дiя перетворення Фур’є F2n на стандартний базис

Маємо, що

1

2n{2
p|0y`e2πi0.bn |1yqbp|0y`e2πi0.bn´1bn |1yqb¨ ¨ ¨bp|0y`e2πi0.b1b2...bn |1yq “

“
1

2n{2

n
â

l“1

1
ÿ

ml“0

e2πi ¨ml ¨b¨2n´l {2n |mly “

“
1

2n{2

1
ÿ

m1“0

1
ÿ

m2“0

. . .
1

ÿ

mn“0

n
â

l“1

e2πi ¨ml ¨b¨2n´l {2n |mly “

“
1

2n{2

1
ÿ

m1“0

1
ÿ

m2“0

. . .
1

ÿ

mn“0

e2πi ¨b¨
ř

l ml ¨2
n´l {2n |m1m2 . . .mny “

“
1

2n{2

ÿ

m

e2πi ¨b¨m{2n |my “ F2n |by .
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Розклад перетворення Фур’є F2n

Нехай |xy “ |x1x2 . . . xny, xi P B. Позначимо

|y1y “
1

?
2

p|0y ` e2πi0.xn |1yq,

|y2y “
1

?
2

p|0y ` e2πi0.xn´1xn |1yq,

...

|yny “
1

?
2

p|0y ` e2πi0.x1...xn |1yq.

Тобто за лемою маємо, що

F2n |x1 . . . xny “ |y1y |y2y . . . |yny .
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Розклад перетворення Фур’є F2n

Позначимо

Rm “

ˆ

1 0

0 e2πi{2
m

˙

, R1 “ Z ,R2 “ S ,R3 “ T .

Не важко бачити, що для будь-якого k “ 0, . . . , n ´ 1:
ˆ

1 0
0 e2πi0.xk`1xk`2...xn

˙

“ R
xk`1

1 R
xk`2

2 . . .Rxn
n´k .

Тож можна записати, що

|yn´ky “ Rxn
n´k . . .R

xk`2

2 R
xk`1

1 |`y .

Оскiльки Zb |`y “ H |by для b P B, то це можна спростити до

|yn´ky “ Rxn
n´k . . .R

xk`2

2 H |xk`1y .

Зокрема,
|y1y “ H |xny , |y2y “ Rxn

2 H |xn´1y , |y3y “ Rxn
3 R

xn´1

2 H |xn´2y.
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Розклад перетворення Фур’є F2n

Але ж дiя Rxk
m вiдповiдає контрольованiй дiї C pRmq на цiльовий

кубiт, де контроль iде по кубiту, який має значення |xky. Це
можна зобразити наступною схемою

Ця схема задає перетворення |x1 . . . xny ÝÑ |yny . . . |y1y.
Залишається зробити перетворення
|yny . . . |y2y |y1y ÝÑ |y1y |y2y . . . |yny, що можна зробити за
допомогою n{2 SWAP гейтiв.
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Алгоритм оцiнки фази

Будемо вважати, що невiдома нам унiтарна операцiя U дiє на n
кубiтах, i ми маємо доступ до її застосування. Бiльше того, ми
маємо можливiсть застосовувати контрольованi версiї C pU2k q.

Нехай |uy це її власний вектор, тобто U |uy “ e2πiθ |uy.
Припустимо, для початку, що |uy нам вiдомий.

Задача полягає у наближеному знаходженнi вiдповiдного
власного значення (фази) e2πiθ, тобто параметру θ P r0, 1q.
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Алгоритм оцiнки фази

Спершу, поглянемо як дiє C pU2k q на |ψy |uy.
Маємо, що

C pU2k q |0y |uy “ |0y |uy ,

C pU2k q |1y |uy “ e2πiθ2
k

|1y |uy ,

звiдси

C pU2k q |`y |uy “
1

?
2

p|0y ` e2πiθ2
k

|1yq |uy .

Розглянемо тепер схему з двох регiстрiв, де перший регiстр
складається з t кубiтiв в початковому станi |`y, а другий
регiстр з n кубiтiв у станi |uy:
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Алгоритм оцiнки фази

Застосуємо t операцiй Ck “ Crt´ks,pt`1...t`nqpU
2k q,

k “ 0, . . . , t ´ 1, тобто в операцiї Ck контроль iде по кубiту з
iндексом t ´ k .
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Алгоритм оцiнки фази

Маємо, що

´

t´1
ź

k“0

Ck

¯

|`y
bt

|uy “

“
1

2t{2
p|0y`e2πiθ2

t´1
|1yqbp|0y`e2πiθ2

t´2
|1yq . . . p|0y`e2πiθ2

0
|1yq |uy “

“
1

2t{2

2t´1
ÿ

b“0

e2πiθb |by |uy ,

де b “ pb1b2 . . . btq2 “ b12
t´1 ` b22

t´2 ` ¨ ¨ ¨ ` bt .
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Алгоритм оцiнки фази

Якщо θ у двiйковому розкладi має рiвно t бiтiв, тобто
θ “ 0.θ1θ2 . . . θt , то стан першого регiстру результату
дорiвнював би в точностi

1

2t{2

2t´1
ÿ

b“0

e2πiθb |by “ F2t |θ1θ2 . . . θty ,

оскiльки θ “ pθ1θ2 . . . θtq2{2t . I тому застосування оберненого
перетворення Фур’є до першого регiстру дало би стан
|θ1θ2 . . . θty, вимiрювання якого дає нам значення θi з
ймовiрнiстю одиниця.

Подивимось, що буде в загальнiй ситуацiї, коли
θ “ 0.θ1θ2 . . . θtθt`1 . . . .
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Алгоритм оцiнки фази
Результатом оберненого перетворення Фур’є буде

F´1
2t

1

2t{2

2t´1
ÿ

b“0

e2πiθb |by “

ˇ

ˇ

ˇ

rθ
E

,

де
ˇ

ˇ

ˇ

rθ
E

це деякий стан, який взагалi кажучi, не буде базисним.

Нехай Θ “ pΘ1Θ2 . . .Θtq2 це цiле число, що найкраще
наближає θ2t “ pθ1θ2 . . . θt .θt`1θt`2 . . . q2.

Тобто, Θ “ pθ1θ2 . . . θtq2 якщо θt`1 “ 0, iнакше
Θ “ pθ1θ2 . . . θtq2 ` 1 (або ж 0, якщо вийшло 2t).

Для похибки ∆ “ θ2t ´ Θ маємо оцiнку

|∆| ď 1{2.
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Алгоритм оцiнки фази

Оцiнимо похибку pΘ “ |

A

Θ
ˇ

ˇ

ˇ

rθ
E

|2.

|Θy “ F´1
2t

1

2t{2

2t´1
ÿ

s“0

e2πiΘs{2t |sy ,

A

Θ
ˇ

ˇ

ˇ

rθ
E

“
1

2t

´

2t´1
ÿ

s“0

e´2πiΘs{2t xs|
¯´

2t´1
ÿ

b“0

e2πiθb |by

¯

“

“
1

2t

2t´1
ÿ

b“0

e2πibpθ´Θ{2tq “
1

2t
p1 ´ e2πi2

tpθ´Θ{2tqq{p1 ´ e2πipθ´Θ{2tqq.
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Алгоритм оцiнки фази
Маємо, що

|

A

Θ
ˇ

ˇ

ˇ

rθ
E

| “
1

2t
|1 ´ e2πi∆|{|1 ´ e2πi∆{2t |.

Використовуючи рiвнiсть |1 ´ e2ix | “ 2| sinpxq| отримуємо

|

A

Θ
ˇ

ˇ

ˇ

rθ
E

| “
1

2t
| sinpπ∆q|{| sinpπ∆{2tq|.

Оскiльки | sinpxq| ď |x | та | sinpxq| ě |x |{pπ{2q для |x | ď π{2,
виходить, що

|

A

Θ
ˇ

ˇ

ˇ

rθ
E

| ě
1

2t
|π∆|{pπ{2q{|π∆{2t | “ 2{π.

Звiдси pΘ ě 4{π2, а значить ймовiрнiсть отримати Θ при
вимiрюваннi

ˇ

ˇ

ˇ

rθ
E

у стандартному базисi бiльше 40%.

Твердження. Ймовiрнiсть pδ при вимiрюваннi отримати Θ1

таке, що |Θ1 ´ Θ| ą δ, не перевищує 1{2pδ ´ 1q.
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Алгоритм оцiнки фази

Нехай тепер власний вектор |uy операцiї U нам невiдомий. В
такiй ситуацiї ми можемо оцiнити фазу випадкого власного
вектору.

По спектральнiй теоремi U має 2n власних векторiв, що
утворюють базис усього простору H. Тобто, @k “ 1, . . . , 2n

D |uky:
U |uky “ e2πiϕk |uky .
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Алгоритм оцiнки фази

Будь-який вектор можна розкласти у базисi t|ukyu:

|uy “

2n
ÿ

k“1

αk |uky .

По лiнiйностi, результатом алгоритму квантової оцiнки фази
(QPE ), застосованої до випадкового стану |uy (замiсть
власного) буде стан

QPE
ˇ

ˇ0t
D

|uy “

2n
ÿ

k“1

αk

ˇ

ˇ

ˇ

Ăϕk

E

|uky .

Тож вимiрювання першого регiстру дасть нам значення Φk з
ймовiрнiстю |αk |2, де Φk це гарна апроксимацiя параметру ϕk
(з великою ймовiрнiстю).
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Знаходження порядку числа

Нехай x та N це взаємно простi числа. Порядком числа x по
модулю N називають найменше число r ą 0, таке що

x r “ 1 mod N.

Задача знаходження порядку є важкою в класичному випадку.
Покажемо, як квантова оцiнка фази дозволяє її розв’язати.
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Знаходження порядку числа

Вiзьмемо L кубiтiв, щоб N ă 2L. Розглянемо унiтарну операцiю
U, що дiє наступним чином p0 ď y ă 2Lq:

U |yy “

#

|yx mod Ny , y ă N,

|yy , N ď y ă 2L.

Оскiльки x r “ 1 mod N, то U r “ I , причому Us ‰ I для
0 ă s ă r .
Рiвнiсть U r “ I означає, що серед власних значень U є
примiтивнi коренi степеня r з одиницi, тобто e2πis{r .

Тож ми можемо використати QPE , щоб отримати оцiнки
дробiв s{r i використитати цю iнформацiю для вiдтворення r .
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Знаходження порядку числа

Розглянемо r власних векторiв |usy, s “ 0, . . . , r ´ 1:

|usy “
1

?
r

r´1
ÿ

k“0

e´2πisk{r
ˇ

ˇ

ˇ
xk mod N

E

,

U |usy “ e2πis{r |usy .

Оскiльки
1

?
r

r´1
ÿ

s“0

|usy “ |1y ,

то одне застосування QPE до |0ty |1y дасть нам оцiнку якогось
s{r для 0 ď s ď r ´ 1.
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Завдання

1. Довести, що матриця Фур’є FN є унiтарною. Обчислити F 2
N

та F 4
N .

2. Чому в схемi для перетворення Фур’є не можна змiнити
порядок груп операцiй? (одна група - це послiдовнiсть
контрольованих операцiй H,R2,R3, . . . ,Rk)

3. Чи можна в алгоритмi оцiнки фази оцiнити фазу, якщо є
доступ тiльки до застосування C0 “ C pUq?
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