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Задача Саймона

Нехай f : Bn Ñ Bn така, що або
1) f обертовна (тобто перестановка множини Bn)
2) f перiодична з перiодом 2 та є вiдображенням 2-до-1 (тобто
кожний елемент образу має рiвно 2 прообрази):
Ds ‰ 0 @x f px ‘ sq “ f pxq та
@x, y f pyq “ f pxq ùñ y “ x OR y “ x ‘ s
Iншими словами
Ds ‰ 0 @x ‰ y f pxq “ f pyq ðñ x ‘ y “ s

Потрiбно визначити випадок та s (в деякому сенсi, першому
випадку вiдповiдає s “ 0).
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Задача Саймона

Наприклад, f : B3 Ñ B3, s “ 110,

000, 110
f
ÝÑ 101,

001, 111
f
ÝÑ 010,

010, 100
f
ÝÑ 000,

011, 101
f
ÝÑ 110.

Для визначення s шукаємо рiзнi x , y , що f pxq “ f pyq. Тодi
s “ x ‘ y . В найгiршому випадку доведеться зробити не менше
за 2n{2 класичних запитiв. Адже q запитiв дозволять перевiрити
не бiльше за qpq ´ 1q{2 можливих значень s. Тож має бути
qpq ´ 1q{2 ě 2n. В середньому також знадобиться приблизно
Op

?
2nq запитiв.

Натомiсть, iснує алгоритм який в середньому визначає s за
Opnq квантових запитiв до Uf .
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Задача Саймона, розв’язок
Для розв’язку застосовуємо наступну схему:

Тобто, на вход подаємо

|ϕy “ |uy |0ny “ |`y
n

|0ny “
1

2n{2

ÿ

xPBn

|xy |0ny .

Маємо, що

Uf |ϕy “
1

2n{2

ÿ

xPBn

|xy |f pxqy .

Використовуємо формулу з попередньої лекцiї

Hbn |xy “
1

2n{2

ÿ

yPBn

p´1qx¨y |yy .

Лекцiя 6 Квантовi обчислення 4 / 19



Задача Саймона, розв’язок

Отримуємо

pHbn b I qUf |ϕy “
1

2n{2

ÿ

xPBn

Hbn |xy |f pxqy

“
1

2n

ÿ

xPBn

ÿ

yPBn

p´1qx¨y |yy |f pxqy “

“
1

2n

ÿ

yPBn

ÿ

zPBn

αy,z |yy |zy , αy,z “
ÿ

x:f pxq“z

p´1qx¨y.

При стандартному вимiрюваннi ми отримаємо y, z з
ймовiрнiстю 1

22n
|αy,z|

2.
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Задача Саймона, розв’язок

Подивимось чому дорiвнює

αy,z “
ÿ

x:f pxq“z

p´1qx¨y

при рiзних випадках.
Якщо f обертовна, то для кожного z iснує єдиний вiдповiдний
x. Тобто |αy,z| “ 1.
Якщо f необертовна, тобто вона є другого типу, то це
розбивається на два випадки. Якщо z не належить образу f , то
αy,z “ 0. Iнакше, для z iснують два прообрази, а значить

αy,z “ p´1qx¨y ` p´1qpx‘sq¨y,

де f pxq “ f px ‘ sq “ z. Звiдси |αy,z| “ |1 ` p´1qs¨y|.

Лекцiя 6 Квантовi обчислення 6 / 19



Задача Саймона, розв’язок

Проаналiзуємо ймовiрностi результатiв для верхнього регiстру,
тобто

Prpyq “
1

22n

ÿ

z

|αy,z|
2.

Якщо f обертовна, то Prpyq “ 1
2n .

Якщо f другого типу, то

Prpyq “
2n

2

1

22n
|1 ` p´1qs¨y|2 “

#

0, s ¨ y ‰ 0
2
2n , s ¨ y “ 0

У будь-якому випадку бачимо, що якщо Prpyq ‰ 0, то s ¨ y “ 0.
Тобто значення y, яке ми будемо отримувати при
вимiрюваннях, завжди буде ортогонально до s (у просторi F n

2 ).
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Задача Саймона, розв’язок

Припустимо, що за деяку кiлькiсть вимiрювань ми знайшли
n ´ 1 таких yi, якi є лiнiйно незалежнi. Це дає систему лiнiйних
рiвнянь

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

s ¨ y1 “ 0,

s ¨ y2 “ 0,
...
s ¨ yn´1 “ 0,

яка розв’язується класичним чином. Розв’язками будуть 0 та
якийсь s1 ‰ 0.
Перевiряємо умову f p0q “ f ps1q. Якщо вона виконується, то
значить f другого типу та s “ s1. Якщо нi, то значить f
першого типу (обертовна, s “ 0).
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Задача Саймона, розв’язок

Це працює лише якщо ми отримали n ´ 1 лiнiйно незалежних
yi. Але ймовiрнiсть цього досить висока. Загалом, ймовiрнiсть
того, що випадковi n елементiв в F n

2 є лiнiйно незалежними
дорiвнює

n
ź

k“1

p1 ´
1

2k
q ą

8
ź

k“1

p1 ´
1

2k
q ą 0.288788 ą 1{4.
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Алгоритм пошуку Гровера

Нехай для функцiї f : Bn Ñ B вiдома кiлькiсть t ! 2n

прообразiв 1. Потрiбно знайти хоча б один з цих прообразiв,
тобто такий x P Bn, що f pxq “ 1.

Очевидно, що в найгiршому випадку доведеться зробити 2n ´ t
класичних запитiв, щоб знайти x. В середньому таких запитiв
потрiбно приблизно 2n{t.

Алгоритм Гровера, натомiсть, дозволяє розв’язати цю задачу
за Op

a

2n{tq квантових запитiв до Uf .
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Оператор дифузiї Гровера

Нехай |uy “ |`y
bn

“ 1
2n{2

ř

xPBn |xy.

Визначимо унiтарний оператор дифузiї Гровера:

UG “ 2 |uy xu| ´ I .

Не важко бачити, що UGU
:

G “ I . До того ж, U2
G “ I . Оператори

такого типу також називають рефлексiями (вiдбиттями).

Геометрично оператор UG можна уявляти як рефлексiю
навколо вектору |uy. Дiйсно, для будь-якого |ψy результат дiї

ˇ

ˇψ1
D

“ UG |ψy “ p2 xu|ψyq |uy ´ |ψy

лежить в площинi векторiв |uy , |ψy, при цьому вiдповiднi кути
спiвпадають, тобто xu|ψ1y “ 2 xu|ψy ´ xu|ψy “ xu|ψy.
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Оператор дифузiї Гровера

Найцiкавiше для нас те, як UG дiє на коефiцiєнти αx вектору
|ψy “

ř

xPBn αx |xy в розкладi по стандартному базису.
Маємо, що

ˇ

ˇψ1
D

“ UG |ψy “ p2 |uy xu| ´ I q
ÿ

xPBn

αx |xy “

“ 2 |uy
ÿ

xPBn

αx xu|xy´
ÿ

xPBn

αx |xy “
2

2n

´

ÿ

xPBn

|xy

¯´

ÿ

xPBn

αx

¯

´
ÿ

xPBn

αx |xy

“
ÿ

xPBn

p2avgpαq ´ αxq |xy , avgpαxq “
1

2n

ÿ

xPBn

αx.

Таким чином

α1
x “ 2avgpαxq ´ αx, avgpα1

xq “ avgpαxq.
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Алгоритм пошуку Гровера, дiя UfUG

Згадаємо тепер про метод вiдкату фази. Маємо, що

Uf |ψy |´y “
ÿ

xPBn

Uf αx |xy |´y “
ÿ

xPBn

p´1qf pxqαx |xy |´y .

Тобто дiя Uf множить коефiцiєнт αx на ´1 якщо f pxq “ 1.

Припустимо, що усi αx “ 1
2n{2 . Тодi

avgpp´1qf pxqαxq ă« avgpαxq “ 1
2n{2 оскiльки t ! 2n. Пiсля

застосування оператору Гровера до верхнього регiстру
отримаємо новi значення коефiцiєнтiв

α1
x “ 2avgpp´1qf pxqαxq ´ p´1qf pxqαx.

Не важко бачити, що α1
x ą« αx там де f pxq “ 1, та α1

x ă« αx

там де f pxq “ 0.
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Алгоритм пошуку Гровера

Iдея алгоритму Гровера полягає у рекурсивному застосуваннi
пари операторiв Uf та UG , щоб в результатi збiльшити модулi
коефiцiєнтiв αx там де f pxq “ 1, та зменшити там де f pxq “ 0.

Оптимальним значенням iтерацiй буде « π
4

a

2n{t з
ймовiрнiстю ą 1{2 отримати шукане значення x при
вимiрюваннi. Покажемо це.
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Алгоритм пошуку Гровера, доведення

Стан верхнього регiстру пiсля i iтерацiй буде мати вигляд

|ψiy “ βi
1

?
2n ´ t

ÿ

x:f pxq“0

|xy ` γi
1

?
t

ÿ

x:f pxq“1

|xy ,

де β2i ` γ2i “ 1. Причому β0 “

b

2n´t
2n , γ0 “

b

t
2n .

Таку пару чисел βi , γi зручно параметризувати кутом θi , таким
що sinpθi q “ γi , cospθi q “ βi .
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Алгоритм пошуку Гровера, доведення

Операцiя Uf буде дiяти як pβ, γq Ñ pβ,´γq, тобто як рефлексiя
вiдносно вiсi B . В свою чергу, операцiя UG буде дiяти як
рефлексiя вiдносно вектору pβ0, γ0q. Дiйсно, якщо визначити
|ψβ,γy подiбно до |ψiy, то не важко бачити, що

xu|ψβ,γy “ xψβ0,γ0 |ψβ,γy “ ββ0 ` γγ0,

що дорiвнює скалярному добутку мiж pβ, γq та pβ0, γ0q. Але ж
для

ˇ

ˇψβ1,γ1

D

“ UG |ψβ,γy ми маємо
@

u
ˇ

ˇψβ1,γ1

D

“ xu|ψβ,γy. Звiдси
pβ1, γ1q має такий самий скалярний добуток з pβ0, γ0q.
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Алгоритм пошуку Гровера, доведення
Разом цi двi рефлексiї дiють як поворот на кут 2θ0 проти
годинникової стрiлки. Звiдси

θi “ p2i ` 1qθ0.

Найкращий час для вимiрювання це коли βi « 0, тобто
θi « π{2.
Тож iдеальна кiлькiсть крокiв k задовольняє рiвнянню

p2k ` 1qθ0 « π{2,

звiдси k потрiбно взяти найближчим цiлим числом до

1

2
p
π

2θ0
´ 1q “

π

4 arcsinp
a

t{2nq
´

1

2
«
π

4

a

2n{t.

При цьому ймовiрнiсть отримати шуканий x при вимiрюваннi
буде

γ2k "
1

2
.
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Алгоритм пошуку Гровера

Якщо t наперед не вiдомо, то можна пробувати перебирати
k “ 1, 2, 4, 8, . . . , π4

?
2n послiдовно. Оскiльки це геометрична

прогресiя, то загальна кiлькiсть крокiв буде мати порядок
Op

?
2nq.

Вiдомо, що алгоритм Гровера є асимптотично оптимальним,
тобто для розв’язання задачi пошуку кiлькiсть запитiв до
оракулу має бути порядку Ωp

?
2nq.
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Завдання

1. Яка ймовiрнiсть отримати y “ 0n при вимiрюваннi верхнього
регiстру в агоритмi Саймона, якщо
а) f обертовна (першого типу)
б) f другого типу

2. Зобразити оператор I ´ 2 |0ny x0n|, що дiє на n кубiтах, як
мультиконтрольовану однокубiтну операцiю.

3. Якi власнi значення будуть у оператора дифузiї Гровера?
Тобто знайти всi λ, такi що UG |ψy “ λ |ψy для деякого |ψy.
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