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Нотацiя Дiрака.
H “ Cd´ комплексний гiльбертiв простiр розмiрностi d .

Стандартний базис:
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Будь-який вектор (кет вектор):
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, αi P C.
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Нотацiя Дiрака.

Спряжений вектор (бра вектор):

xv | “ |vy
:

“ pα0 α1 . . . αd´1q.

Скалярний добуток: якщо |wy “
ř

i βi |iy, то

xv |wy “ xv | ¨ |wy “

d´1
ÿ

i“0

αiβi .

Маємо що xv |wy “ xw |vy.

Норма вектору: || |vy || “
a

xv |vy “

b

řd´1
i“0 |αi |

2.

Ортонормований базис |v0y , . . . , |vd´1y:

xvi |viy “ 1, xvi |vjy “ 0, i ‰ j .
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Дiя матриць.

Дiя матрицi на вектор: A |vy “ A ¨ |vy, xw |A “ xw | ¨ A.
Зокрема, xi |A|jy це елемент A на мiсцi ij .

Спряжена матриця: A: “ A
T . Маємо що pABq: “ B:A:.

Оператор проєктування на |vy: Pv “ |vyxv |. Pv |wy “ |vy xv |wy.

Самоспряжена матриця: A “ A:. За спектральною теоремою
завжди iснує розклад

A “

d´1
ÿ

i“0

λi |viyxvi | ,

де λi власнi числа, а |viy вiдповiднi власнi вектори, що
утворюють ортонормований базис.
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Унiтарнi оператори.
Матриця U називається унiтарною, якщо вона зберiгає скалярнi
добутки мiж векторами, зокрема, ортонормований базис
переводиться в ортонормований.

Це еквiвалентно тому, що U:U “ I , тобто її стовпчики
утворюють ортонормований базис (так само й рядки).
Стовпчики U дорiвнюють U |iy, тож це є ортонормований
базис, в який переходить стандартний пiд дiєю U.

Навпаки, будь-який ортонормований базис |viy можна отримати
зi стандартного унiтарним оператором

U “
ÿ

i

|viy xi | .

Звiдси слiдує, що будь-який ОНБ можна перевести в будь-який
iнший унiтарним оператором (причому єдиним чином), i що
добуток унiтарних операторiв є унiтарним.
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Тензорнi добутки.
Для матриць A “ raij s

k,l
i“1,j“1, B “ rbmns

p,q
m“1,n“1 розмiрiв k ˆ l

та p ˆ q вiдповiдно їх тензорним добутком (добутком
Кронекера) називають матрицю

A b B “

¨
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˚

˝

a1,1B a1,2B . . . a1,lB
a2,1B a2,2B . . . a2,lB

...
...

. . .
...

ak,1B ak,2B . . . ak,lB

˛

‹

‹

‹

‚

“ raijbmns

розмiру kp ˆ lq.
Зокрема, для вектор-стовпчикiв |vy та |wy розмiру k та p їх
тензорним добутком буде вектор-стовпчик |vy b |wy розмiру kp.

Не важко персвiдчитись, що якщо множина
t|iy b |my | i “ 0, . . . , k ´ 1, m “ 0, . . . , p ´ 1u впорядкована
лексикографiчно, тобто |0y b |0y , |0y b |1y , . . . , |1y b |0y , |1y b

|1y , . . . , |ky b |m ´ 1y , |ky b |my, то, вона спiвпадає зi
стандартним базисом в Ckp.
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Тензорнi добутки.

Тензорний добуток є асоцiативною операцiєю та лiнiйною по
обидвох аргументах, тобто A b pB b C q “ pA b Bq b C та

pα1A1 ` α2A2q b B “ α1pA1 b Bq ` α2pA2 b Bq.

Виконуються наступнi кориснi властивостi: pA b Bq: “ A: b B:.
Властивiсть змiшаного добутку:

pA b BqpC b Dq “ AC b BD,

якщо розмiри узгодженi.
Зокрема, для векторiв:

pA b Bqp|vy b |wyq “ A |vy b B |wy .
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Постулати квантової механiки.
Постулат 1. Квантовiй фiзичнiй системi можна поставити у
вiдповiдiсть комплексний гiльбертiв простiр H. Станами
системи є вектори |vy P H одничної довжини, тобто xv |vy “ 1.
При цьому вектори, якi вiдрiзняються глобальною фазою e iθ,
θ P R, тобто |uy “ e iθ|vy, вважаються еквiвалентними станами
(їх неможливо розрiзнити фiзично), |uy „ |vy.

Найпростiшим прикладом є кубiт — система розмiрностi 2,
H “ C2. Станами є вектори |vy “ a0 |0y ` a1 |1y, ai P C,
|a0|2 ` |a1|2 “ 1. Числа ai називають амплiтудами.

Кажуть, що стан |vy “ a0|0y ` a1|1y знаходиться у суперпозицiї
вiдносно стандартного базису, якщо вiн не еквiвалентний до
базисного стану, тобто a0 ‰ 0, a1 ‰ 0. При цьому вiдносна фаза
вже грає роль.
Наприклад, 1?

2
p|0y ` |1yq та 1?

2
p|0y ` e iθ|1yq це вже рiзнi стани,

якщо e iθ ‰ 1.
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Постулати квантової механiки.
Постулат 2. Вимiрювання стану системи.
Нехай t|b0y , . . . , |bd´1yu це ортонормований базис H “ Cd .
Вимiрюванню фон Неймана вiдповiдає набiр ортопроекторiв
Pi “ |biyxbi |,

P0 ` P1 ` ¨ ¨ ¨ ` Pd´1 “ I .

Результатом вимiрювання стану |vy P H буде iндекс i з
ймовiрнiстю pi “ TrpPi |vyxv |q “ |xbi |vy|2. При цьому система
переходить у новий стан Pi |vy {

?
pi „ |biy.

Для кубiту прикладом є вимiрювання |vy “ a0|0y ` a1|1y у
стандартному базисi. Результатом вимiрювання буде 0 з
ймовiрнiстю |a0|2 (при цьому система перейде у стан |0y), та 1
з ймовiрнiстю |a1|2 (при цьому система перейде у стан |1y).
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Постулати квантової механiки.
Постулат 3. Унiтарнi перетворення станiв.
Фiзично стан замкненої квантової системи проходить
детермiновану унiтарну еволюцiю в часi, що описується
рiвнянням Шредiнгера.
В квантових обчисленнях та iнформацiї вважається, що це
контрольований процес. Тож вважається, що на стан |vy P H
ми можемо подiяти будь-яким унiтарним перетворенням U щоб
перевести систему у стан U |vy, а сам по собi вiн не змiнюється
(якщо не вимiрюється).

Процес вимiрювання, що вiдповiдає базису t|b0y , . . . , |bd´1yu,
застосований до стану |vy, еквiвалентний до вимiрювання стану
U: |vy у стандартному базисi, iз застосуванням U до кiнцевого
стану, де U |iy “ |biy, @i (тобто U “

ř

i |biy xi |).

Лекцiя 1 Квантовi обчислення 10 / 11



Постулати квантової механiки.
Постулат 4. Композицiї квантових систем.
Якщо є двi квантовi системи, яким вiдповiдають гiльбертовi
простори H1 та H2, то сукупнiй системi вiдповiдає гiльбертiв
простiр H1 b H2. При цьому якщо перша система перебуває у
станi |v1y P H1, а друга у станi |v2y P H2, то сукупна система
перебуває у станi |v1y b |v2y P H1 b H2.

Але сукупна система може перебувати i в станах, якi не можна
виразити як |v1y b |v2y, а лише як їх лiнiйнi комбiнацiї
(суперпозицiї). Такi стани називають заплутаними.
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