
1 Основнi положення квантової механiки
• У квантовiй механiцi стан системи описується в термiнах хвильової функцiї ψ — вектор-
стовпчик у Гiльбертовому просторi.
• У хвильовiй функцiї мiститься вся iнформацiя про систему.
• Хвильова функцiя ψ комплексна.
• Чи є хвильова функцiя експериментально спостережуваною величиною?

Нi. На експериментi вимiрюються величини, якi виражаються через бiлiнiйнi комбiнацiї
ψ. Наприклад:
dW = ψ∗ψdV — ймовiрнiсть знайти частинку в заданому об’ємi dV ;
~j = ie~

2m
(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ) — густина струму;

< ψ2|Q|ψ1 >≡
∫
ψ∗2Q̂ψ1 dV — матричний елемент.

• Чи завжди рiзнi хвильовi функцiї описують рiзнi фiзичнi стани системи?
Виконаємо замiну ψ → eiαψ. Як при цьому змiняться бiлiнiйнi комбiнацiї? При α = const ∈ R
бiлiнiйнi комбiнацiї ψ не змiняться. Це означає, що фiзичнi стани систем, що описуються хви-
льовими функцiями ψ та eiαψ, експериментально тотожнi (не вiдрiзняються на експеримен-
тi). Про множину хвильових функцiй виду {eiαψ}, що вiдмiннi лише за фазовим множником,
кажуть, що вона утворює промiнь у гiльбертовому просторi. Рiзним фiзичним станам вiдпо-
вiдають рiзнi променi.
• Хвильова функцiя ψ знаходиться з рiвняння Шредiнгера.

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ,

Ĥ — гамiльтонiан системи. В розгорнутому виглядi

i~
∂ψ

∂t
=
(
− ~2

2m
∆ + V

)
ψ = (H0 + V )ψ,

H0 = − ~2
2m

∆ — гамiльтонiан вiльної частинки, V — потенцiал взаємодiї.
• Кожнiй фiзичнiй (вимiрюванiй) величинi Q у квантовiй механiцi вiдповiдає оператор Q̂.
• Що вимiрює експериментатор?
При вимiрюваннi величини Q експериментатор вимiрює власнi значення цього оператора,
якi знаходяться з рiвняння:

Q̂ψq = qψq

Q̂ — оператор, що вiдповiдає величинi Q;
q — власне значення оператора Q̂;
ψq — власна функцiя оператора Q̂, що вiдповiдає власному значенню q.
• Набiр власних значень оператора називається його спектром. Спектр оператора може
бути як дискретним, так i неперервним (або змiшаним).
• Яким вимогам має вiдповiдати оператор фiзичної величини?
Оскiльки власнi значення оператора є експериментально вимiрюваними величинами, а отже
дiйсними, то оператор, що вiдповiдає фiзичнiй величинi, має бути ермiтовим (самоспряже-
ним).

Ермiтiв оператор: 〈ψ1|Q̂ψ2〉 = 〈Q̂ψ1|ψ2〉 ⇒ спектр дiйсний.

• Набiр власних функцiй {ψq} ермiтового оператора утворює повний базис: довiльний стан
системи ψ може бути розкладений по цьому базису

ψ =
∑
q

cqψq , cq — комплекснi коефiцiєнти.
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У випадку ортонормованого базису (для якого 〈ψq|ψq′〉 = δqq′) коефiцiєнти cq дорiвнюють

cq =

∫
ψ∗qψ dV .

• Ймовiрнiсть отримати при вимiрюваннi значення q дорiвнює квадрату модуля коефiцiєнта
cq:

P (q) = |cq|2.

• Власнi функцiї оператора iмпульса ~̂p = −i~∇ — плоскi хвилi, спектр — неперервний

~̂pψp = ~pψp ⇒ ψp = ei~p~r/~.

2 Задача розсiяння в КМ
Розглянемо розсiяння частинки на ядрi/атомi.
Функцiя колiматора — створити пучок частинок з однаковим ~p та вiдсiяти частинки, що не

розсiявшись потрапляють на детектор.
Джерело частинок є монохроматором, таким чином, у падаючому пучку мiстяться ча-

стинки з однаковими E i ~p.
Детектор фiксує кiлькiсть частинок, що розсiюються у заданому напрямку за одиницю

часу. Можливi двi постановки задачi:
Пряма задача розсiяння — знаючи потенцiал V (~r), знайти ймовiрнiсть розсiяння частин-

ки у заданому напрямку.
Обернена задача розсiяння — знаючи ймовiрнiсть розсiяння частинок, знайти розсiюючий

потенцiал V (~r).
Ми будемо спочатку розв’язувати пряму задачу розсiяння.
Потiк падаючих частинок представляється хвильовою функцiєю

ψin = e
i~pin~r

~ .

Ця хвильова функцiя є власною функцiєю оператора iмпульсу ~̂p

~̂pψin = ~pinψin

Хвильова функцiя розсiяних частинок знаходиться з рiвняння Шредiнгера:

i~
∂ψ

∂t
=
(
− ~2

2m
∆ + V

)
ψ = (H0 + V )ψ (1)
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Оскiльки енергiя падаючих частинок стала E = const, то у КМ цiй енергiї вiдповiдає стацiо-
нарна хвильова функцiя:

ψ(~r, t) = e−
i
~Etψ(~r), (2)

де e−
i
~Et — власна функцiя оператора енергiї i~ ∂

∂t
. Пiдставивши (2) в (1), отримаємо стацiо-

нарне рiвняння Шредiнгера:
(Ĥ0 − E + V (~r))ψ(~r) = 0.

Якщо ввести хвильовий вектор k = 2π
λ

(формула де-Бройля)

p = ~k, E =
p2

2m
=

~2k2

2m
,

то попереднє рiвняння зводиться до

(∆ + k2)ψ(~r) =
2m

~2
V (~r)ψ(~r). (3)

Наша задача — знайти розв’язок цього рiвняння. З довiльним потенцiалом ця задача точно не
вирiшується, тому її потрiбно вмiти розв’язувати наближено iз довiльною заданою точнiстю.
Для цього застосовують метод функцiї Грiна та теорiю збурень.

3 Функцiя Грiна
За допомогою функцiй Грiна розв’язують неоднорiднi диференцiйнi рiвняння при умовi, що
розв’язок однорiдного рiвняння вiдомий. Наприклад,

L̂xy(x) = f(x), (4)

де L̂x — диференцiйний оператор, y(x) —шуканий розв’язок. Введемо функцiю ГрiнаG(x, x′),
яка задовольняє рiвнянню

L̂xG(x, x′) = δ(x− x′). (5)

Якщо функцiя Грiна вiдома, можна знайти частинний розв’язок рiвняння (4) з довiльною
правою частиною f(x):

y(x) =

∫ ∞
−∞

G(x, x′)f(x′)dx′ . (6)

Дiйсно, домножимо лiву i праву частини (5) на f(x′) та проiнтегруємо по всiм x′:∫ ∞
−∞

(
L̂xG(x, x′) = δ(x− x′)

)
f(x′)dx′

Оскiльки ∫ ∞
−∞

f(x′)δ(x− x′)dx′ = f(x),

то
L̂x

∫ ∞
−∞

G(x, x′)f(x′)dx′ = f(x).

Порiвняємо цей вираз з (4) отримуємо розв’язок (6). Загальний розв’язок (4) є сумою загаль-
ного розв’язку однорiдного рiвняння та частинного розвязку неоднорiдного

y(x) = y0(x) +

∫ ∞
−∞

G(x, x′)f(x′)dx′,

де y0(x) — загальний розв’язок однорiдного рiвняння.
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4 Iнтегральне рiвняння Лiпмана–Швiнгера
Функцiя Грiна рiвняння (3) визначається аналогiчно до (5):

(∆r + k2)G(r, r′) = δ3(~r − ~r′). (7)

Для знаходження G(r, r′) помiтимо, що оператор (∆r + k2), а також функцiя δ3(~r − ~r′) —
трансляцiйно-iнварiантнi, тобто не змiнюються при замiнi

~r → ~r + ~a , ~r′ → ~r′ + ~a , ~a = const.

Отже, можемо шукати розв’язок у виглядiG(~r−~r′), який також є трансляцiйно-iнварiантним.
Представимо G(~r − ~r′) у виглядi iнтеграла Фур’є

G(~r − ~r′) =

∫
ei~q(~r−

~r′)G(~q)
d3q

(2π)3
. (8)

Фур’є образ G(~q) пов’язаний з G(~r − ~r′) спiввiдношенням

G(~q) =

∫
e−i~q(~r−

~r′)G(~r − ~r′)dV.

Фур’є образ δ-функцiї — одиниця:∫
e−i~q(~r−

~r′)δ(3)(~r − ~r′)dV = 1,

звiдки

δ(3)(~r − ~r′) =

∫
ei~q(~r−

~r′) d
3q

(2π)3
.

Пiдставляємо усе у (7)

(∆r + k2)

∫
ei~q(~r−

~r′)G(~q)
d3q

(2π)3
=

∫
ei~q(~r−

~r′) d
3q

(2π)3
.

Оскiльки ∆re
i~q(~r−~r′) = −q2ei~q(~r−~r′), то (7) зводиться до рiвняння∫

ei~q(~r−
~r′)
(

(k2 − q2)G(~q)− 1
) d3q

(2π)3
= 0.

Вираз у дужках має дорiвнювати нулю, оскiльки доданки з експонентами є лiнiйно незале-
жними. Отже,

G(~q) =
1

k2 − q2
.

Пiдставивши G(~q) у (8) отримуємо функцiю Грiна нашої задачi:

G(~r − ~r′) =

∫
ei~q(~r−

~r′) 1

k2 − q2 + iε

d3q

(2π)3
. (9)

Тут ε > 0 — нескiнченно-мала величина, яка введена для того, щоб визначити спосiб обходу
полюсiв в пiдiнтегральному виразi (9). Умова ε > 0 дає розв’язок у виглядi розбiжної сфе-
ричної хвилi (див. далi). Протилежна умова ε < 0 приводить до збiжної сферичної хвилi, що
у випадку задачi розсiяння не вiдповiдає фiзичному змiсту.
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Щоб проiнтегрувати в (9) перейдемо до сферичних координат, з вiссю z вздовж вектора
~r − ~r′.

G(~r − ~r′) =

∫
eiq|~r−

~r′| cos θ 1

k2 − q2 + iε

q2 sin θ

(2π)3
dqdθdϕ =

∣∣∣iнтегруємо по dϕ
∣∣∣ =

= −
∫
eiq|~r−

~r′| cos θ 1

k2 − q2 + iε

q2

(2π)2
dqd cos θ =

∣∣∣iнтегруємо по dθ
∣∣∣ =

= −
∫

q2

(2π)2
dq

k2 − q2 + iε

(eiq|~r−~r′| cos θ
iq|~r − ~r′|

∣∣∣π
0

)
=

=

∫ ∞
0

q

k2 − q2 + iε

1

i|~r − ~r′|

(
eiq|~r−

~r′| − e−iq|~r−~r′|
) dq

(2π)2
=∣∣∣в останньому доданку замiнюємо q → −q

∣∣∣ =

=
1

i|~r − ~r′|

∫ ∞
−∞

eiq|~r−
~r′| q

k2 − q2 + iε

dq

(2π)2
.

Для знаходження останнього iнтегралу застосуємо теорiю лишкiв та лему Жордана

Рис. 1: Контур iнтегрування

∫ ∞
−∞

eiq|~r−
~r′| q

k2 − q2 + iε

dq

(2π)2
= 2πi res

(
1

(2π)2
qeiq|~r−

~r′|

k2 − q2 + iε

)
q=k

= − i

4π
eik|~r−

~r′|.

Остаточно

G(~r − ~r′) = − 1

4π

eik|~r−
~r′|

|~r − ~r′|
.

Таким чином, знайшовши функцiю Грiна, можемо записати формальний розв’язок рiвнян-
ня (3) (∆ + k2)ψ(~r) = U(~r)ψ(~r) (iнтегральне рiвняння Лiпмана-Швiнгера у координатному
представленнi):

ψ(~r) = ei
~ki~r +

2m

~2

∫
G(~r − ~r′)V (~r′)ψ(~r′)dV ′ (10)

= ψin(~r) + ψscatt(~r).

Перший доданок враховує початкову умову: у вiдсутностi розсiючого потенцiалу V (~r) хви-
льова функцiя ψ(~r) зводиться лише до падоючої хвилi ei~ki~r.

Рiвняння (10) можна розвязувати методом послiдовних наближень (теорiя збурень). В
нульовому наближеннi (при V (~r) = 0)

ψ(0)(~r) = ei
~ki~r.
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Перше наближення отримується пiдстановкою нульового наближення в праву частину рiв-
няння (10) i називається першим борнiвським наближенням

ψ(1)(~r) = ei
~ki~r +

2m

~2

∫
G(~r − ~r′)V (~r′)ei

~ki~r
′
dV ′.

n-те наближення ψ(n) отримується з (n−1)-го пiдстановкою останнього в праву частину (10):

ψ(n)(~r) = ei
~ki~r +

2m

~2

∫
G(~r − ~r′)V (~r′)ψ(n−1)(~r′)dV ′.

Повторюючи цю процедуру, отримуємо ряд теорiї збурень

ψ(~r) = ei
~ki~r+

2m

~2

∫
G(~r−~r′)V (~r′)ei

~ki~r
′
dV ′+

(2m

~2
)2∫

G(~r−~r′)V (~r′)G(~r′−~r′′)V (~r′′)ei
~ki~r

′′
dV ′dV ′′+. . .

Кожний доданок в цьому рядi описує внесок в амплiтуду ψ процесiв з однократним розсiян-
ням (другий доданок, кiнематичний пiдхiд), двократним розсiянням i т.д.

.

Розсiяна хвиля на великiй вiдстанi
Пiдставляючи в (10) явний вигляд функцiї Грiна

G(~r − ~r′) = − 1

4π

eik|~r−
~r′|

|~r − ~r′|
.

можна отримати асимптотику розсiяної хвилi на великiй (в порiвняннi з розмiрами атома)
вiдстанi r вiд центру розсiяння.

Для короткодiючого потенцiалу (який спадає швидше за 1/r) iнтегрування в (10) прово-
диться лише по r′ � r i тому можемо наближено написати

|~r − ~r′| ≈ r − r′ cosϑ,
1

|~r − ~r′|
≈ 1

r
, r � r′,

ϑ — кут мiж вектором ~r′ та напрямком в точку спостереження ~r. Пiдставляючи цi розклади
в функцiю Грiна, знаходимо

G(~r − ~r′) ≈ − 1

4π

eikr

r
e−i

~kf~r
′
,

де ~kf = k ~r
r
— хвильовий вектор розсiянної хвилi.

Асимптотика розсiянної хвилi має вигляд сферичної хвилi

ψscatt(~r) = − m

2π~2
eikr

r

∫
e−i

~kf~r
′
V (~r′)ψ(~r′)dV ′ =

eikr

r
f(θ),

де

f(θ) = − m

2π~2

∫
e−i

~kf~r
′
V (~r′)ψ(~r′)dV ′

— атомний/ядерний фактор, який є функцiєю вiд кута розсiяння θ — кут мiж ~ki та ~kf .
Зокрема, в першому борнiвському наближеннi (однократне розсiяння)

f(θ) = − m

2π~2

∫
e−i~q~rV (~r)dV , ~q = ~kf − ~ki.
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