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1. Îçíà÷åííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.0.1. Íåõàé X òà Y �òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íà-

çèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì, ÿêùî ïðîîáðàç f−1(V ) äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè V ⊂ Y ¹

âiäêðèòèì â X.

Îçíà÷åííÿ 1.0.2. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî âîíî

íåïåðåðâíå, ái¹êòèâíå i îáåðíåíå äî íüîãî ¹ òàêîæ íåïåðåðâíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.0.3. Íåõàé A ⊂ X �ïiäìíîæèíà. Âiäîáðàæåííÿ r : X → A íàçèâà¹òüñÿ

ðåòðàêöi¹þ, ÿêùî r íåðóõîìå íà A, òîáòî r(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ A.

Îçíà÷åííÿ 1.0.4. Íåõàé I = [0, 1]� çàìêíóòèé âiäðiçîê. Áóäü-ÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

f : X × [0, 1]→ Y íàçèâà¹òüñÿ ãîìîòîï¹þ.

Äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, 1] âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ft : X → X çà ôîðìóëîþ: ft(x) = f(x, t).
Òîäi âiäîáðàæåííÿ f0 òà f1 íàçèâàþòüñÿ ãîìîòîïíèìè, à f : X×[0, 1]→ Y ¹ ãîìîòîïi¹þ

ìiæ f0 òà f1.

Îçíà÷åííÿ 1.0.5. Íåõàé A ⊂ X �ïiäìíîæèíà. Äåôîðìàöi¹þ A ïî X íàçèâà¹òüñÿ áóäü-

ÿêà ãîìîòîïiÿ f : A × [0, 1] → X òàêà, ùî f0 = idA : A ⊂ X ¹ òîòîæíèì âêëàäåííÿì A â

X, òîáòî f(a, 0) = a äëÿ âñiõ a ∈ A.

Îçíà÷åííÿ 1.0.6. Íåõàé A ⊂ X �ïiäìíîæèíà. Äåôîðìàöiéíîþ ðåòðàêöi¹þ X íà A
íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ðåòðàêöiÿ r : X → A ÿêà ãîìîòîïíà òîòîæíîìó âiäîáðàæåííþ idX ,

òîáòî ãîìîòîïiÿ f : X × [0, 1]→ X òàêà, ùî

• f0 = idX ,

• f1(X) = A
• f1(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ A.

Òàêó ãîìîòîïiþ f òàêîæ íàçèâàþòü äåôîðìàöiéíîþ ðåòðàêöi¹þ.

Äåôîðìàöiéíà ðåòðàêöiÿ f : X × [0, 1] → X ïðîñòîðó X íà ïiäìíîæèíó A íàçèâà¹òüñÿ

ñèëüíîþ, ÿêùî f íåðóõîìà íà A, òîáòî f(a, t) = a äëÿ âñiõ a ∈ A i t ∈ [0, 1].

Îçíà÷åííÿ 1.0.7. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ãîìîòîïiéíîþ åêâi-

âàëåíòíiñòþ, ÿêùî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ g : Y → X òàêå, ùî f ◦ g : Y → Y ãîìîòîïíå idY ,

à g ◦ f : X → X ãîìîòîïíå idX :

X
f //

'idX

  
Y

g //

'idY

??X
f // Y

Îçíà÷åííÿ 1.0.8. Êîíóñîì íàä òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì X íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ïðîñòið

CX = X × [0, 1]/{X × 1}. Ìíîæèíà X × 0 íàçèâà¹òüñÿ îñíîâîþ, à òî÷êà {X × 1}� âåð-

øèíîþ êîíóñó.

Îçíà÷åííÿ 1.0.9. Íàäáóäîâîþ íàä òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì X íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ïðî-

ñòið SX = CX/{X × 0}.

Îçíà÷åííÿ 1.0.10. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ñòÿãóâàíèì â òî÷êó a ∈ X,

ÿêùî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idX : X → X ãîìîòîïíå ïîñòiéíîìó âiäîáðàæåííþ X â a.
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1.1. Ïîçíà÷åííÿ.

• I = [0, 1]� îäèíè÷íèé âiäðiçîê;

• Dn = {x ∈ Rn | |x| ≤ 1}� îäèíè÷íèé øàð â Rn, àáî n-äèñê;
• Sn = ∂Dn = {x ∈ Rn | |x| = 1}� îäèíè÷íà ñôåðà â Rn+1, ìåæà îäèíè÷íîãî (n + 1)-
äèñêó;

1.2. Ôàêòîð-ïðîñòîðè. Íåõàé ∆ = {Ai}i∈Y �ðîçáèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òîáòî

• X = ∪
i∈Y

Ai ;

• Ai 6= ∅ äëÿ âñiõ i ∈ Y ;

• Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ i 6= j ∈ Y .

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ p : X → Y çà ïðàâèëîì p(x) = i òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x ∈ Ai.

Íàäiëèìî Y ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ: òîáòî ìíîæèíà B ⊂ Y íàçèâàòèìåòüñÿ âiäêðèòîþ òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè p−1(B) ¹ âiäêðèòîþ â X. Îòðèìàíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y íàçèâàòèìåòüñÿ

ôàêòîð-ïðîñòîðîì X çà ðîçáèòòÿì ∆.
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2. Ãîìåîìîðôiçìè

Çàäà÷à 2.1. Íåõàé f : X → Y , òà g : Y → Z � ãîìåîìîðôiçìè. Äîâåñòè, ùî ¨õ êîìïîçèöiÿ

g ◦ f : X → Z � ¹ òàêîæ ãîìåîìîðôiçìîì.

Çàäà÷à 2.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà H(X) âñiõ ãîìåîìîðôi-
çìiâ f : X → X óòâîðþ¹ ãðóïó âiäíîñíî êîìïîçèöi¨.

3. Ðåòðàêöi¨

Çàäà÷à 3.1. Íåõàé A ⊂ X �ïiäìíîæèíà i i : A ⊂ X � âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ. Äîâåñòè,

ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → A ¹ ðåòðàêöi¹þ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f ◦ i = idA : A
i−−→ X

f−−−→ A
¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì.

Çàäà÷à 3.2. Íåõàé B ⊂ A ⊂ X �äâi ïiäìíîæèíè i f : X → A òà g : A → B �ðåòðàêöi¨.

Äîâåñòè, ùî ¨õ êîìïîçèöiÿ g ◦ f : X → B � ¹ òàêîæ ðåòðàêöi¹þ.

Çàäà÷à 3.3. Äîâåñòè, ùî ðåòðàêò õàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó ¹ çàìêíóòîþ ïiäìíîæèíîþ.

4. Ôàêòîðíi âiäîáðàæåííÿ òà ôàêòîð-ïðîñòîðè

Çàäà÷à 4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî â íàñòóïíié êîìóòàòèâíié äiàãðàìi âiäîáðàæåíü

X
(ñþð'¹êòèâíå) f

//

(ôàêòîðíå) p
&&

Y

Z

g

88

âiäîáðàæåííÿ p : X → Z �ôàêòîðíå, à âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � ñþð'¹êòèâíå. Äîâåñòè, ùî

òîäi f : X → Y �íåïåðåðâíå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè íåïåðåðâíèì ¹ g : Z → Y .

Çàäà÷à 4.2. Íåõàé A ⊂ X �ïiäìíîæèíà, X/A�ôàêòîð-ïðîñòið, îòðèìàíèé ñòèñíåííÿì A â

òî÷êó, i p : X → X/A�ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé f : X → Y �íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

òàêå, ùî f(A) ¹ òî÷êîþ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f̂ : X/A→ Y çà ôîðìóëîþ

f̂(x) =

{
f(x), p−1(x) 6∈ A,

f(A), p−1(x) ∈ A.

Òîäi ìà¹ ìiñöå êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

X
f //

p !!

Y

X/A
f̂

==

Äîâåñòè, ùî f̂ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ôàêòîð-òîïîëîãi¨ íà X/A.

Çàäà÷à 4.3. Äîâåñòè, ùî ôàêòîð-ïðîñòið [0, 1]/{0, 1} âiäðiçêà [0, 1] ïî éîãî ìåæi ãîìåîìîð-

ôíèé äî êîëà S1 = {|z| = 1}.

Çàäà÷à 4.4. Íåõàé Dn = {x ∈ Rn | |x| ≤ 1}� îäèíè÷íèé øàð â Rn i Sn−1 = ∂Dn = {x ∈ Rn |
|x| = 1}�éîãî ìåæà, îäèíè÷íà ñôåðà. Äîâåñòè, ùî ôàêòîð-ïðîñòið Dn/Sn−1 ãîìåîìîðôíèé

äî ñôåðè Sn.
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5. Ãîìîòîïi¨

Çàäà÷à 5.1. Íåõàé X, Y �äâà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðè. Äîâåñòè, ùî âiäíîøåííÿ ãîìîòîïíîñòi

íà ìíîæèíi íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü X → Y ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

6. Ëiíiéíî çâ'ÿçíi ïðîñòîðè

Çàäà÷à 6.1. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ëiíiéíî çâ'ÿçíèé òîäi ëi ëèøå òîäi, êîëè

áóäü-ÿêi äâà âiäîáðàæåííÿ îäíîòî÷êîâîãî ïðîñòîðó f, g : ∗ → X ãîìîòîïíi.

7. Ñòÿãóâàíi ïðîñòîðè

Çàäà÷à 7.1. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ñòÿãóâàíèì, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè îñíîâà

X × 0 êîíóñó CX íàä X ¹ ðåêòðàêòîì CX.

Çàäà÷à 7.2. Äîâåñòè, ùî ÿêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ñòÿãó¹òüñÿ â äåÿêó òî÷êó a, òî âií

ñòÿãó¹òüñÿ áóäü-ÿêó iíøó òî÷êó b ∈ B. Iíøèìè ñëîâàìè, ñòÿãóâàíiñòü ïðîñòîðó íå çàëåæèòü

âiä òî÷êè.

Çàäà÷à 7.3. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà îïóêëà ïiäìíîæèíà â Rn ¹ ñòÿãóâàíîþ.

Çàäà÷à 7.4. Íåõàé X � ñòÿãóâàíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Y �ëiíiéíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið. Äî-

âåñòè, ùî áóäü-ÿêi äâà íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ f, g : X → Y ¹ ãîìîòîïíèìè.

Çàäà÷à 7.5. Íåõàé X � ñòÿãóâàíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêi äâà íåïå-

ðåðâíi âiäîáðàæåííÿ f, g : Y → X ¹ ãîìîòîïíèìè.

8. Äåôîðìàöi¨

9. Ãîìîòîïi÷íi åêâiâàëåíòíîñòi

Çàäà÷à 9.1. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà äåôîðìàöiéíà ðåòðàêöiÿ f : X × [0, 1]→ X òîïîëîãi÷íîãî

ïðîñòîðó X íà ïiäìíîæèíó A ¹ ãîìîòîïiéíîþ åêâiâàëåíòíiñòþ.

Çàäà÷à 9.2. Äîâåñòè, ùî êîæåí ãîìåîìîðôiçì f : X → Y ¹ ãîìîòîïiéíîþ åêâiâàëåíòíiñòþ.

Çàäà÷à 9.3. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà E(X) âñiõ ãîìîòîïiéíèõ åêâiâàëåíòíîñòåé f : X → X
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà ñåáå óòâîðþ¹ ãðóïó.
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